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Лабораторные и практические работы составляют 

важную часть процесса обучения будущих физиков, меха-
ников и химиков. При этом методическое пособие для про-
ведения этих работ совершенно необходимо. 

Данное пособие содержит описание 26 лабораторных 
работ по разделам общей физики. Каждая работа, кроме 
описания экспериментальной установки и порядка прове-
дения работ, содержит элементы теории, контрольные 
вопросы и задачи по изучаемой теме. В пособие включены 

также разделы посвященные единицам измерения физиче-
ских величин, а также некоторые справочные материалы 
и полезные физические и математические формулы. 

 
Методы исследования 

Основным методом исследования в физике является 
опыт. 

Опыт — основанное на практике чувственно-
эмпирическое познание объективной действительности, т. е. 
наблюдение исследуемых явлений в точно учитываемых 
условиях, позволяющих следить за ходом явлений и много-
кратно воспроизводить его при повторении этих условий. 

Для объяснения экспериментальных данных выдвига-
ются гипотезы. 

Гипотеза — это научное предположение, позволяющее 
уяснить сущность происходящих явлений и требующее про-
верки на опыте и теоретического обоснования для того, что-
бы стать достоверной научной теорией. 

В результате обобщения экспериментальных данных, а 
также накопленного опыта учёных устанавливаются физиче-
ские законы. 

Законы — устойчивые, повторяющиеся объективные 
закономерности, существующие в природе. Наиболее важные 
законы устанавливают связь между физическими величина-
ми. Измерение физической величины есть действие, выпол-
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няемое с помощью средств измерений для нахождения значе-
ния физической величины в принятых единицах. 

Лабораторные и практические работы играют важную 
роль при изучении физики. Будущие физики, инженеры, гео-
логи и химики должны глубоко овладеть методами проведе-
ния экспериментов, математических расчетов и анализу по-
лученных результатов. 

 
 

Единицы физических величин 

Единицы физических величин можно выбрать произ-
вольно, но тогда возникнут трудности при их сравнении. По-
этому целесообразно ввести систему единиц, охватывающую 
единицы всех физических величин. 

Для построения системы единиц произвольно выбирают 
единицы для нескольких не зависящих друг от друга физиче-
ских величин. Эти единицы называются основными. 

В научной, а также учебной литературе применяют Си-
стему интернациональную (СИ), которая строится на семи 
основных единицах — метр, килограмм, секунда, ампер, 
кельвин, моль, кандела — и двух дополнительных — радиан 
и стерадиан. 

Метр (м) — длина пути, проходимого светом в вакууме 
за (1/299 792 458) с (секунд). 

Килограмм (кг) — масса, равная массе международно-
го прототипа килограмма (платиноиридиевого цилиндра, с 
высотой и диаметром равными 39 мм; это масса 1 литра воды 
при температуре 277 Кельвин), хранящегося в Международ-
ном бюро мер и весов в Севре, близ Парижа. 

Секунда (с) — время, равное 9 192 631 770 периодам 
излучения, соответствующего переходу между двумя сверх-
тонкими уровнями основного состояния атома цезия - 133. 

Ампер (А) — сила неизменяющегося тока, который при 
прохождении по двум параллельным прямолинейным про-
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водникам бесконечной длины и ничтожно малого поперечно-
го сечения, расположенным в вакууме на расстоянии 1 м один 
от другого, создает между этими проводниками силу, равную 
       Н на каждый метр длины. 

Кельвин (К) — 1/273,16 часть термодинамической тем-
пературы тройной точки воды. 

Моль (моль) — количество вещества системы, содер-
жащей столько же структурных элементов, сколько атомов 

содержится в нуклиде     массой 0,012 кг. 

Кандела (кд) — сила света в заданном направлении ис-
точника, испускающего монохроматическое излучение часто-
той          Гц, энергетическая сила света, которого в этом 
направлении составляет 1/683 Вт/ср. 

Радиан (рад) — угол между двумя радиусами окружно-
сти, длина дуги между которыми равна радиусу. 

Стерадиан (ср) — телесный угол с вершиной в центре 
сферы, вырезающий на поверхности сферы площадь, равную 
площади квадрата со стороной, равной радиусу сферы. 

Остальные же единицы, называемые производными, 
выводятся из физических законов, связывающих их с выше-
перечисленными основными единицами. 
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Лабораторная работа №1 
 

ПОГРЕШНОСТИ ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ 
ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН 

1. Измерение физической величины заключается в 
сравнении её с однородной ей физической величиной, 
принятой за единицу. Результат измерения физической 
величины А представляют в виде 

А={A}[A], 

Где {A} – отвлечённое число, называемое числовым 
значением величины А, а [A] – единица величины А. 

Если единицу данной физической величины изменить в k 
раз (    =k[A]), то числовое значение      этой величины 
изменится в 1/k раз: 

     
 

    
 

 

    
 

   

 
  

Размерность физической величины А обозначают dim[A]. 
Так как числовое значение {A} – величина безразмерная, то 
размерность физической величины А совпадает с 
размерностью ее единицы: 

dimA=dim[A]. 

2. Различают два типа измерений физических величин – 
прямые и косвенные. При прямом измерении значение иско-
мой величины непосредственно определяется с помощью 
прибора, измеряющего саму эту величину. Например, разме-
ры тела можно непосредственно измерить линейкой, штан-
генциркулем, микрометром; массу тела можно найти путем 
прямого измерения – взвешивания на весах; продолжитель-
ность какого-либо процесса можно непосредственно изме-
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рить секундомером, а силу электрического тока в цепи – ам-
перметром. 

 При косвенном измерении, значение искомой 
физической величины находят, основываясь на результатах 
прямых измерений других функциональной зависимостью. 
Например, среднюю плотность тела можно вычислить, 
пользуясь результатами прямых измерений массы и объема 
этого тела; электрическое сопротивление проводника можно 
найти из закона Ома, если измерить силу тока в проводнике и 
напряжение на его концах. В зависимости от выбора метода 
измерений значения некоторых физических величин можно 
определить путем как прямых, так и косвенных измерений. 
Например, силу постоянного тока в электрической цепи 
можно непосредственно измерить амперметром, а можно 
косвенно – по измеренной величине напряжения на 
образцовом сопротивлении, включенном в цепь 
последовательно. Объём шарика можно найти путём прямого 
измерения, погружая этот шарик в жидкость, налитую в 
мерный цилиндр, а можно вычислить, измерив диаметр 
шарика. 

3. Технические средства, используемые для выполнения 
экспериментальной части измерений, называются средствами 
измерений. К ним относятся измерительные приборы, меры и 
состоящие из них измерительные системы и установки. 
Измерительными приборами называются средства измерения, 
с помощью которых можно непосредственно отсчитывать 
значения измеряемых величин. Мерами называются средства 
измерения, служащие для воспроизведения физических 
величин заданных (одного или нескольких) размеров. 
Примерами мер являются наборы гирь, нормальные 
элементы, образцовые сопротивления и катушки 
индуктивности, магазины ёмкостей, индуктивностей и 
сопротивлений, различные меры длины, вместимости и т.д. 

4. Из-за действия множества искажающих факторов 
результат каждого отдельного измерения физической 
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величины не совпадает с её истинным значением. Разность 
между результатом измерения и истинным значением 
измеряемой величины называется погрешностью измерений 
(ошибкой измерений). 

Погрешности измерений могут быть связаны с 
техническими трудностями (несовершенство измерительных 
приборов, ограниченные возможности органов зрения 
человека, с помощью которых во многих случаях 
производится регистрация показаний приборов и т. д.), а 
также с целым рядом факторов, влияние которых трудно 
учесть (колебания температуры воздуха, его движение вблизи 
измерительного прибора, малые вибрации элементов 
измерительной установки и т.п.). 

Различают три типа погрешностей измерений: грубые 
ошибки (промахи), систематические и случайные 
погрешности. Грубые ошибки, или промахи, обычно бывают 
связаны с неисправностью измерительной аппаратуры, либо с 
ошибкой экспериментатора в отсчёте или записи показаний 
приборов, либо с резким изменением условий измерений. 
Результаты измерений, соответствующих грубым ошибкам, 
нужно отбрасывать и взамен проводить новые измерения. 

5. Систематическими погрешностями измерений 
называются погрешности, которые при многократном 
измерении одной и той же величины остаются постоянными, 
либо изменяются по определенному закону. Систематические 
погрешности включают в себя методические и 
инструментальные (приборные) погрешности измерений. 

Методические погрешности вызываются недостатками 
применяемого метода измерений, несовершенством теории 
физического явления и неточностью расчётной формулы, ис-
пользуемой для нахождения измеряемой величины. Напри-
мер, при взвешивании тела на аналитических весах будет до-
пущена систематическая методическая погрешность, если не 
будет вноситься поправка на различие выталкивающих сил, 
действующих со стороны воздуха на взвешиваемое тело и 
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разновесы. Методические погрешности можно уменьшать пу-
тём совершенствования метода измерений, а также введения 
уточнений в расчетную формулу. 

Инструментальные (приборные) погрешности 
вызываются несовершенством конструкции и неточностью 
изготовления измерительных приборов (например, 
небольшое различие в длинах плеч рычажных весов, 
несовпадение в стрелочном приборе центра шкалы с осью 
вращения стрелки, изменение хода ручного секундомера при 
изменении температуры и т. п.). Уменьшение 
инструментальной погрешности достигается применением 
более совершенных и точных приборов. Однако полностью 
устранить приборную погрешность невозможно. 

6. Случайными погрешностями измерений называются 
погрешности, абсолютная величина и знак которых 
изменяются при многократных измерениях одной и той же 
физической величины. Случайные погрешности вызываются 
многими факторами, не поддающимися учёту. Например, на 
показания чувствительных аналитических рычажных весов 
могут повлиять пылинки, оседающие во время взвешивания 
на чашке весов, удлинение одного из плеч коромысла весов, 
нагревающегося от находящейся вблизи него руки 
экспериментатора, конвективные токи воздуха вблизи чашек 
весов и другие причины. 

Полностью избавиться от случайных погрешностей 
невозможно, но их можно уменьшить путем многократного 
повторения измерений. При этом происходит частичная 
компенсация случайных отклонений результатов измерений в 
сторону завышения и в сторону занижения. Расчет случайных 
погрешностей производится методами теории вероятностей и 
математической статистики. 

7. За наиболее достоверное значение непосредственно 
измеряемой физической величины А принимают среднее 
арифметическое 〈 〉 из всех n результатов ее измерений А1, 
А2, …, Аi, …, Аn: 
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〈 〉  
 

 
∑  

 

   

  

Окончательный результат измерения величины А 
представляют в форме 

  〈 〉    . 

где    – положительная величина, называемая абсолютной 
погрешностью найденного значения А. 

Относительной погрешностью значения А называется 
отношение     . 

Надёжностью полученного результата измерения 
физической величины А называется вероятность Р того, что 
истинное значение А действительно лежит в интервале от 
〈 〉     до 〈 〉    . 

8. Если систематическими погрешностями можно 
пренебречь (см. 9), а случайные погрешности подчиняются 
нормальному распределению (распределению Гаусса)*), то 
при числе измерений     с надежностью       можно 
принять, что абсолютная погрешность    равна стандартной 
(среднеквадратичной) погрешности 

   √
∑     〈 〉   

   

      
  

Если необходимо повысить надёжность Р результата, то 
значение    следует соответственно увеличить, положив 

        

где t-положительный коэффициент, зависящий от n и P. 

С увеличением n стандартная погрешность      √ .  
Поэтому точность результата измерений, лимитируемая 
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случайными погрешностями, растёт с увеличением числа 
измерений. 

9. В общем случае необходимо принимать во внимание 
как случайные, так и систематические погрешности прямых 
измерений. При этом стандартная погрешность измеряемой 
величины А рассчитывается по формуле **) 

   √   
       

    . 

Где   
 - стандартная случайная погрешность, которая 

находится по формуле для    в п. 8
0
,   

   - стандартная 
систематическая погрешность. 

   вычисляется с точностью 15-20%. Поэтому если   
  и 

  
   отличаются в 2 или более раз, то практически можно 

считать, что    равна большей из них: 

          
 ,  

     

Например, пусть   
       

    тогда 

   √      
     

    

В этом случае для повышения точности результата 
измерений нет смысла увеличивать число измерений, а нужно 
принять меры к уменьшению систематической погрешности 
(например, использовать более точные приборы). 

10. Стандартная систематическая погрешность 
оценивается на основе анализа метода измерения и 
используемых средств измерения. Все систематические 
погрешности, поддающиеся исключению (например, 
некоторые методические погрешности), должны быть 
устранены ещё до начала обработки экспериментальных 
данных путём введения к ним соответствующих поправок. 
Именно эти исправленные значения Ai  и рассматриваются 
как исходные экспериментальные данные при отыскании 〈 〉 
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и   
 . Инструментальная (приборная) погрешность 

определяется на основе паспортных данных прибора, его 
класса точности, точности нониуса и т.д. 

Классом точности средства измерения называется харак-
теристика последнего, служащая показателем установленных 
для него государственным стандартом пределов погрешно-
стей и других параметров, влияющих на точность. 

Многие показывающие приборы (манометры, 
амперметры, вольтметры, ваттметры и др.) нормируются по 
приведенной погрешности – погрешности, выраженной в 
процентах от верхнего предела измерений (у 
многопредельных приборов – от верхнего предела на 
соответствующем диапазоне), или от длины шкалы. 
Применяются следующие классы точности таких приборов: 
0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0. Обозначение класса точности 
прибора записывается на его шкале в виде соответствующих 
цифр (не заключенных в кружок). Общая формула для 
расчета максимальной абсолютной погрешности: 

       
 

   
        

где К – класс точности прибора, Амакс – верхний предел 
измерений прибора (либо данного его диапазона). Например, 
для амперметра класса 0,5 на диапазоне Iмакс=2А 

       
   

   
           

В качестве стандартной систематической погрешности 
этого амперметра можно принять половину        т.е. 

  
      ,              . 

Измерительные приборы могут также нормироваться по 
относительной погрешности – погрешности, выраженной в 
процентах от действительного значения измеряемой 
величины. Обозначение класса точности изображается на 
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шкале такого прибора соответствующими цифрами, 
заключенными в кружок. В этом случае: 

       
 

   
    

Если класс точности прибора не указан и в паспорте при-
бора нет данных относительно его инструментальной по-
грешности, то обычно считают, что эта погрешность равна 
половине цены наименьшего деления шкалы прибора. В слу-
чае прибора, стрелка которого перемещается не равномерно, 
а «скачками» (например, у ручного секундомера), приборную 
погрешность считают равной цене деления шкалы. 

11. При записи результата измерений в стандартной 
форме, показанной в п. 7, необходимо соблюдать следующие 
правила: 

1) величину погрешности     необходимо округлить до 2 
значащих цифр, если первая из них – единица, и до одной 
значащей цифры во всех остальных случаях; 

2) при записи значения 〈 〉 необходимо указывать все 
цифры вплоть до последнего десятичного разряда, 
использованного для записи погрешности. 

Пример 1. Обработка результатов прямых измерений 
диаметра d шарика с помощю микрометра. 

Значения di для 5 измерений приведены во 2-м столбце 
таблицы 1. 

Таблица 1 

№ измерения di; мм |   〈 〉|; мм     〈 〉  ; мм
2
 

1 5,27 0,02 0,0004 

2 5,30 0,01 0,0001 
3 5,28 0,01 0,0001 

4 5,32 0,03 0,0009 

5 5,28 0,01 0,0001 
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Проводим расчеты: 

    
                        

   
           

  
  √

         

   
                 

Полагая стандартную инструментальную погрешность 
микрометра равной его точности    

          , найдем 
стандартную погрешность диаметра шарика: 

   √                                 

Правильная запись результата измерений: 

                   

Примеры неправильной записи результата измерений: 
1)                 – погрешность занижена больше, 

чем на 15-20% из-за нарушения правила 1. 
2)                  – нарушено правило 2. 
3)                      – не выполнено первое 

правило. 
12. Правила расчета погрешностей при косвенных 

измерениях. 
Пусть для косвенных измерений физической величины А 

используется известная функциональная зависимость А от 
ряда других независимых величин B, C, D, E, F, …, Q, 
заданная в форме А=f (B, C, D, E, F, …, Q). 

Среди переменных B, C, …, Q могут быть величины 3-х 
типов: 

1) величины, определяемые путем прямых измерений 
(например, величины E, F, …, Q), которые после проведения 
этих измерений представляются в стандартной форме: 
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  〈 〉          〈 〉         〈 〉      

2) данные установки (например, величины В и С), т. e. 
характеристики экспериментальной установки, известные из 
предыдущих (тарировочных) измерений; эти величины также 
должны быть заданы в аналогичной форме: 

  〈 〉           〈 〉      

3)табличные величины (например, величина D) – 
величины, которые в данном опыте не измеряются, а берутся 
из таблиц. 

Табличная величина может быть константой (например, 
D= ). В этом случае её нужно брать из таблиц с такой 
точностью, чтобы относительная погрешность D была 
значительно меньше относительных погрешностей всех 
остальных величин, входящих в функциональное выражение 
для искомой величины А. Если же D – заданная в табличной 
форме функция непосредственно измеряемой величины Т, то 
её также нужно представить в стандартной форме: 

  〈 〉       

где 〈 〉 - табличное значение, соответствующее 〈 〉, 

     |
  

  
|      причем 

  

  
 определяется с помощью таблицы. 

Наилучшим значением величины А при косвенном её 
измерении будет 

〈 〉    〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉   〈 〉   

а стандартная погрешность А принимается равной 

   √(
  

  
)
 

  
  (

  

  
)
 

  
  (

  

  
)
 

  
    (

  

  
)
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Окончательный результат также представляется в 
стандартной форме: 

  〈 〉      

13. Примеры обработки результатов косвенных 
измерений. 

Пример 2. Определить плотность   однородного тела на 
основании результатов прямых измерений его массы   
                  и объёма                       

Наилучшее значение плотности тела 

〈 〉  
         

        
                      

Относительная стандартная погрешность плотности 

  

 
 √(

   

    
)
 

 (
    

    
)
 

     √                    

Стандартная погрешность плотности 

                            

Округляя значения    и 〈 〉, запишем окончательный 

результат в виде 

                      

Пример 3. Определить объем цилиндра V по 
результатам прямых измерений его диаметра   
              и высоты                  

Наилучшее значение объема цилиндра находится по 
формуле: 
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〈 〉  
 

 
 〈 〉 〈 〉  

Прежде чем проводить вычисления, необходимо 
выяснить, с какой точностью следует взять из таблицы 
значение   (располагаемое табличное значение   
        ), чтобы погрешность этой постоянной не 
повлияла на точность определения объема цилиндра. 
Относительная стандартная погрешность объёма 
вычисляется по формуле: 

  

 
 √ (

  

 
)
 

 (
  

 
)
 

 (
  

 
)
 

  

 √ (
    

    
)
 

 (
    

    
)
 

 (
  

 
)
 

  

 √                 (
  

 
)

 

 √          (
  

 
)
 

  

Для того чтобы погрешность в значении   практически 

не влияла на величину 
  

 
, достаточно (см. 9) выполнения 

неравенства: 
  

 
        т. e.           Это условие 

выполняется, если ограничиться значением       , так как 
допускаемая нами относительная погрешность для   
окажется равной 

  

 
 

        

    
               

Соответственно, 
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 √                    

〈 〉  
 

 
                                             

 
Стандартная погрешность объёма 

                                      

Окончательный результат: 

                     

 
Контрольные вопросы 

1. Прямые и косвенные измерения физических величин. 
2. Средства измерений (микрометр, толщиномер, 

штангенциркуль…). 
3. Грубые ошибки или промахи. 
4. Систематическая погрешность. 
5. Методическая погрешность. 
6. Инструментальные погрешности. 
7. Случайные погрешности. 
8. Среднеарифметические значения измеряемых 

величин. 
9. Абсолютная погрешность. 
10. Среднеквадратичная погрешность. 
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Лабораторная работа №2 
 

ИЗУЧЕНИЕ ЗАКОНОВ КИНЕМАТИКИ 
И ДИНАМИКИ ПОСТУПАТЕЛЬНОГО 
ДВИЖЕНИЯ НА МАШИНЕ АТВУДА 

Принадлежности: машина Атвуда с грузами и 
перегрузками, кольцевой платформой, сплошной платформой 
и электромагнитом; секундомер. 

Введение 
Целью данной работы является проверка основных зако-

нов кинематики прямолинейного движения, полученного на 
машине Атвуда. 

Машина Атвуда состоит из вертикальной штанги 2 со 
шкалой (рис. 1), сверху которой установлен лёгкий блок, спо-
собный вращаться с незначительным трением. Через блок пе-
рекинута капроновая нить с прикрепленными грузами 3 оди-
наковых масс m. По штанге передвигаются подставки 4, одна 
из которых снабжена для удержания груза электромагнитом. 
На штанге крепится кольцо 1, предназначенное для снятия 
перегруза массой т1, под действием которого грузы приходят 
в движение. 

Итак, если на один груз положить перегрузок массой т1, 
то вся система, состоящая из двух грузов массой т и т+т1, 
блока приходит в движение. Установим, каково же это дви-
жение? 

Для этого определим ускорение движения системы. Рас-
смотрим силы, действующие на каждый груз системы. 

Составим основное уравнение движения для каждого 
груза. 

На каждый груз будут действовать две силы - сила тяже-
сти и натяжение нити, под действием которых грузы и начнут 
двигаться (пренебрегая силами трения и считая нить невесо-
мой). При предположении нерастяжимости нити, ускорения 
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правого и левого грузов будут равны по величине и обратны 
по знаку. Если предположить, кроме того, что блок невесом, 
то натяжения нити будут одинаковы и справа, и слева. На ос-
новании второго закона Ньютона запишем: 

для левого груза       
⃗⃗  ⃗         ; 

для правого груза            
⃗⃗  ⃗         . 

 
Принимая во внимание направления этих векторов, урав-

нения движения можно переписать в следующем виде 
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{
        

                
 

Решив эти уравнения относительно - а, получим 

  
  

    
                                               

Как видно из формулы (1), система будет двигаться с по-

стоянным ускорением, меньшим чем ускорение свободного 

падения. Значит движение системы равноускоренное. Увели-

чивая перегрузок т, можно увеличить и ускорение системы. 

Если перегрузок т снять, то дальнейшее движение системы 

будет происходить с постоянной скоростью, равной скорости 

в момент снятия перегрузка (движение по инерции). Значит, 

на машине Атвуда можно проверить законы равномерного и 

равноускоренного прямолинейных движений, а также второй 

закон Ньютона. 

Эта проверка носит, однако, приближенный характер из-

за наличия сил трения. 

 

Упражнение 1 

Проверка закона равномерного движения     . 

Начиная с того момента, когда перегрузок снят, грузы 

движутся равномерно (a=0). Поэтому выполняется условие: 

  

  
 

  

  
 

  

  
   

  

  
                              

Для проверки этого условия требуется: 

1. Положить на правый груз перегрузок m. 

2. Замкнуть ток в цепи электромагнита. 

3. Установить систему таким образом, чтобы левый груз 

находился внизу, удерживаясь электромагнитом. 
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4. Установить кольцо для снятия перегрузка на расстоя-
нии 60-70 см от основания правого груза (оставляя положе-
ние кольца постоянным во время опыта). 

5. Сплошную подставку закрепляют на некотором рас-
стоянии от кольцевой. Записывать путь Si между кольцом и 
подставкой с учётом высоты самого груза. (Положения 
сплошной подставки менять относительно кольца, тем самым 
получая S1=40 см, S2=60 см, S3=80 см). 

6. Выключить электромагнит, и в момент снятия пере-
грузка, пустить секундомер и выключить в момент удара гру-
за о подставку. Записать время t (отчет времени берётся как 
среднее из трёх измерений). 

7. Повторить пункты 5, 6 для S2, S3 и т.д. 
8. Значения Si и ti занести в таблицу. 
9. Данные Si и ti подставить в условие (2). 

Таблица 1. 

№ S  (м) t  (c) tcp  (c) v  (м/с) 

1 
 t1=   

t2= 
t3= 

2 
 t1=   

t2= 
t3= 

3 
 t1=   

t2= 
t3= 

Упражнение 2 
Проверка закона скорости равноускоренного движения с 

начальной скоростью равной нулю:        

Проверкой данного закона является условие: 
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где v1, v2, v3 и т.д. – мгновенные скорости,  t1, t2, t3, и т.д. – время 
равноускоренного движения. Для проверки данного условия 
требуется: 

1. Проделать пункты 1, 2, 3, 4 первого упражнения. 
2. Выключить электромагнит и одновременно включить 

секундомер, который следует остановить в момент снятия пе-
регрузка. Записать время t1 равноускоренного движения. 

3. Возвратить систему в начальное положение. 
4. Выключить электромагнит, включить секундомер в 

момент снятия перегрузка и остановить в момент удара о 
сплошную платформу. Записать время t'1 и путь S'1 равномер-
ного движения. 

5. Определить мгновенную скорость v1 по формуле: 

   
  

 

  
   

6. Определить ускорение по формуле: 

   
  

  
  

7. Изменить положение кольца и сплошной подставки, 
выполнить все вышеуказанные пункты для определения 
мгновенных скоростей v2, v3 и т.д. 

8. Данные занесите в таблицу: 
Таблица 2. 

№ t (c) tcp t' (c) t'cp 

 
S' (м)    

  
 

  
     

  

  
 

 
1 

t1=  t'1=     
t2= t'2= 
t3= t'3= 

 
2 

t1=  t'1=     
t2= t'2= 
t3= t'3= 

 
3 

t1=  t'1=     
t2= t'2= 
t3= t'3= 
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9. Данные подставить в условие: 

  
  

  
 

  

  
 

  

  
   

  

  
  

Упражнение 3 

Проверка пути, равноускоренного движения с начальной 

скоростью равной нулю:   
   

 
 

Проверкой данного закона является выполнение условия: 

   

  
  

   

  
    

   

   
          

Для проверки этого условия требуется: 

1. Проделать пункты 1, 2, 3 первого упражнения. 

2. Опустить кольцо до сплошной подставки, которую 

необходимо установить на некотором расстоянии (S1=100см, 

S2=140 см, и т.д.) от конца правого груза и записать путь S 

равноускоренного движения. 

3. Выключить электромагнит и включить секундомер, а 

остановить его в момент удара о сплошную подставку, запи-

сать время t равноускоренного движения. 

4. Определить ускорение по формуле 

   
   

  
   

5. Меняя положение сплошной подставки, повторить 

опыт три раза. 

6. Данные занести в таблицу: 
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Таблица 3. 
№ S (м) t (c) tcp (c) a (м/с

2
) 

 
1 

 t1=   

t2= 

t3= 

 
2 

 t1=   

t2= 

t3= 

 
3 

 t1=   

t2= 

t3= 

7. Данные подставить в условие: 

  
   

  
  

   

  
    

   

  
 

  

 Упражнение 4 

Проверка второго закона Ньютона:  ⃗⃗  
 ⃗⃗ 

 
 

Проверкой данного закона является выполнение условия: 

  

  
 

  

  
                       

Под m0 понимается масса движущейся системы. Посто-
янство массы системы осуществляется перекладыванием пе-
регрузка m1 c правого груза на левый. 

Для проверки этого условия требуется: 
1. Положить на первый груз два перегрузка m1 и m2, при-

чем m1<m2. 
2. Замкнуть ток в цепи электромагнита. 
3. Установить систему таким образом, чтобы левый груз 

удерживался электромагнитом. 
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4. Установить сплошную подставку на некотором рас-
стоянии S от основания правого груза. 

5. Выключить электромагнит и одновременно включить 
секундомер. Замерить время движения системы t1, при этом 
на систему, действует движущая сила 

             

6. Возвратить систему в начальное положение, предвари-
тельно переложив перегрузок массой т1 с правого груза на 
левый. 

7. Выключить электромагнит и одновременно включить 
секундомер. Замерить время движения системы t2, при этом 
на систему действует движущая сила 

             

8. Рассчитать ускорения a1 и a2 по формуле: 

  
  

  
  

9. Данные занести в таблицу: 
Таблица 4. 

№ S (м) 
m1+ 
m2 

(кг) 

t1 

(с) 
t1cp 

m2-m1 

(кг) 
t2 

(с) 
t2cp  1  2 

  

  
 

  
 

  
  

 
1 

  t1=   t1=      

t2= t2= 

t3= t3= 

 
2 

  t1=   t1=      

t2= t2= 

t3= t3= 

10. Данные подставить в условие: 
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или 

    
 

    
  

        

        
       

  
 

  
  

     

     
 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определения: тело отсчета, система отсчета, ма-

териальная точка, векторные величины, скалярные величины, 

перемещение, траектория и путь. 

2. Дайте определение скорости, мгновенной скорости, 

средней скорости. 

3. Мгновенное, тангенциалное и нормальное ускорения. 

4. Запишите в общем виде уравнения координаты и пути 

для прямолинейного равномерного поступательного движе-

ния и из них получите все частные случаи. 

5. Запишите в общем виде уравнения координаты и пути 

для прямолинейного равноускоренного поступательного 

движения и из них получите все частные случаи. 

6. Постройте графики  пути, скорости прямолинейного 

равноускоренного движения. 

7. Выведите формулу для ускорения, учитывая: а) силу 

трения; б) весомость блока. 

 

Задачи 

1.Тело движется равномерно вдоль оси Х противополож-

но её положительному направлению. Модуль скорости равен 

36 км/ч. Начальная координата равна 20 м. Найдите положе-

ние тела через 4 с. Чему равен путь, пройденный телом? 

2.Тело движется равномерно в положительном направле-

нии оси Х. Модуль скорости равен 28,8 км/ч. Найдите поло-

жение тела через 5 с после начала движения, если начальная 

координата тела х0=-40м. Чему равен путь, пройденный те-

лом? 
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3. При движении вдоль прямой координата точки изме-
нилась за 5 с от значения х0=10 м до значения х=-10 м. 
Найдите модуль скорости и направление движения точки. 

4. Из пунктов О и В, расстояние между которыми l=55 
км, одновременно начали двигаться с постоянными скоро-
стями навстречу друг другу по прямому шоссе два автомоби-
ля. Скорость первого автомобиля   =50км/ч, а второго 
  =60км/ч. Через какое время после начала движения автомо-
били встретятся? Найдите пути, пройденные каждым автомо-
билем за это время. (Ответ: t=0.5ч,   =25км,   =30км). 

5.  Первую половину прямолинейного участка пути ту-
рист прошёл со скоростью   =4,8 км/ч, а вторую половину – 
со скоростью   =3,6 км/ч. Чему равна средняя скорость дви-
жения туриста на всём участке пути? 

6. Тело, движущееся равноускоренно с начальной скоро-
стью 1 м/с, приобретает, пройдя некоторое расстояние, ско-
рость 7 м/с. Какова была скорость тела на середине этого рас-
стояния? 

7. Тело брошено под углом α относительно горизонта с 
начальной скорость   . Найти: 

а) проекцию вектора скорости на ось Х; 
б) проекцию вектора скорости на ось Y; 
в) время полёта до максимальной высоты; 
г) полное время полёта; 
д) высоту полёта h; 
е) дальность полёта. 
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Лабораторная работа №3 
 

ИЗУЧЕНИЕ ЗАКОНОВ ВРАЩАТЕЛЬНОГО 
ДВИЖЕНИЯ 

Приборы и принадлежности: установка, состоящая из 
шкива, четырех стержней и четырех грузов (маятник Обербе-
ка), груз, штангенциркуль, масштабная линейка, электросе-
кундомер. 

Теория метода и описание установки. 
Основная цель лабораторной работы по изучению зако-

нов вращательного движения состоит в проверке уравнения 
вращательного движения и экспериментального определения 
момента инерции вращательной системы. 

В механике вращательного движения вводится понятие о 
моменте инерции. Момент инерции характеризует инертность 
тела вращательному движению. Моментом инерции J отно-
сительно какой-либо оси называется произведение её массы 
на квадрат расстояния до этой оси: 

                                                    

где    – масса материальной точки,   – расстояние от массы 
до оси. 

Моментом инерции твёрдого тела относительно какой-
либо оси называется сумма моментов инерции всех точек те-
ла (рис. 1) относительно этой оси: 

  ∑  

 

   

 ∑      
 

 

   

                                   

Если плотность рассматриваемого тела     постоянна в 
пределах всего объёма тела, то элементарную массу можно 
выразить так: 
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где     – объём элементарной массы    . 
Перепишем (2) в виде 

  ∑        
 

 

   

  ∑  
     

 

   

                     

Соотношения (2) и (3) для определения момента инерции 
являются приближёнными, причём тем более точными, чем 
меньше элементарные объёмы     и соответствующие им 
элементарные массы    . 

Точное значение момента инерции тела относительно ка-
кой-либо оси можно выразить путём интегрирования: 

     
    

∑     
     

 

   

 ∫        

 

  ∫      

 

        

Интегрирование должно быть распространено на весь 
объём тела V. 

Если момент инерции относительно оси, проходящей че-
рез центр (центр тяжести) тела, равен   , то момент инерции   
относительно любой другой параллельной оси может быть 
вычислен на основании теоремы Гюйгенса-Штейнера: 

                                                   

где    – расстояние между осями. 

Если под действием внешнего момента силы  ⃗⃗  тело при-
водится во вращательное движение, то уравнение вращатель-
ного движения будет такое: 

 ⃗⃗                                                  
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где   – угловое ускорение, определяемое как производная от 
угловой скорости   по времени t, т.е. 

   
  ⃗⃗ 

  
 

Сопоставляя уравнение (6) с уравнением второго закона 

Ньютона        можно установить, что при вращательном 
движении роль силы играет момент силы, роль массы – момент 
инерции и роль линейного ускорения – угловое ускорение. 

Законы вращательного дви-
жения в данной работе изучаются 
при помощи установки, изобра-
жённой на рис. 2. Эта установка 
(маятник Обербека) представляет 
собой крестовину, состоящую из 
четырёх трубчатых стержней с 
делениями. На стержни одевают-
ся одинаковые грузы массой   . 
Эти массы можно по желанию за-
креплять относительно оси вра-
щения на различные расстояния. 
Кроме того, на ось вращения за-
креплены два шкива с различны-
ми радиусами    и   . На шкив 

наматывается капроновая нить, к свободному концу которой 
привязан груз массой  . Под действием груза массой   нить 
разматывается и приводит систему в равноускоренное враща-
тельное движение. Положение груза отмечается по верти-
кальной оси с делениями. 

Для определения момента инерции нашей системы, вос-
пользуемся основным уравнением вращательного движения (6). 

  
 ⃗⃗ 
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Угловое ускорение   можно определить, если измерить 
высоту h, на которую опускается груз и зарегистрировать 
время падения t. 

Так как 

  
   

 
        

  

  
                                  

отсюда 

  
 

  
 

  

    
                                            

где    – радиус шкива. 
Сила, под действием которой груз с массой    равно-

ускоренно падает вниз, равна 

                                                  

где    – сила тяжести,   – сила натяжения нити. 
Из (10) имеем 

                                         

Под действием силы   нашей системе сообщается угло-
вое ускорение  ,  а момент этой силы определяется 

                                              

Из формул (7), (8), (9) и (12) имеем для момента инерции 
следующее выражение 

  
   

   

  
 (  

  

  
)                                  

Как видно из формулы (13) для определения момента 
инерции данной вращательной системы (маятник Обербека) 
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нужно опытным путём определить все величины, стоящие в 
правой части этой формулы. 

Порядок выполнения работы. 
1. Штангенциркулем измеряется диаметр малого и 

большого шкива (        . 
2. Наматывается на шкив малого радиуса   нить с грузом 

массы   . Масштабной линейкой измеряется высота груза 
относительно пола. 

3. Затем дают возможность грузу падать. Одновременно 
электросекундомером начинают регистрировать время паде-
ния и выключают электросекундомер в тот момент, когда 
груз ударится о пол. 

По (8), (9), (11) и (7) вычисляют линейное ускорение   , 
угловое ускорение  , вращающий момент действующий на 
систему   и момент инерции   . 

Опыты следует проводить три-четыре раза при опреде-
лённом симметричном расположении грузов на трубчатых 
стержнях, но для малого и большого шкивов. 

Результаты измерений и вычислений записывают в таб-
лицу №1. 

Таблица №1 

№ 
r 

(м) 
h 

(м) 
t 

(с) 
   

(  ) 
  

(   ⁄ ) 
  

(   ⁄ ) 
  

(Н  ) 
J 

(     ) 

1  
   

       
2        

3        

Среднее значение     
1  

   
       

2        

3        
Среднее значение     
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Определение момента инерции данной системы осу-
ществляется таким путем: 

1. Четыре цилиндрических подвижных груза на стержнях 
закрепляют как можно ближе к оси вращения. 

2. Нить с грузом наматывается на один из шкивов. Изме-
ряется высота груза относительно пола   , электросекундоме-
ром определяется время падения груза  . 

3. По формуле (13) определяют момент инерции уста-
новки. 

4. Аналогичную операцию следует проводить в случае, 
когда грузы расположены на концах стержней. 

Количество опытов для каждого случая расположения 
грузов на стержнях должно быть не менее трёх. Результаты 
измерений и вычислений заносят в таблицу №2. 

Таблица №2. 

№ r (м) 
h 

(м) 
m 

(кг) 
t 

(с) 
J 

(кг   ) 

Цилиндрические грузы, расположенные на концах шкива 

1  
   

    
2     

3     

Цилиндрические грузы, расположенные на концах стержней 
1  

   
    

2     
3     

 
Контрольные вопросы 

1. Угловая скорость, период, частота и циклическая ча-
стота. Угловые величины: секунда, минута, градус, радиан и 
оборот (определение направления угловой скорости). 

2. Связь между линейной и угловой скоростями. 
3. Уравнение вращательного равномерного движения. 



36 

4. Ускорение, мгновенное ускорение, тангенциальное и 
нормальное ускорение. 

5. Что называется моментом инерции  ? Единица изме-
рения  . 

6. Какой закон положен в основу при выводе расчётной 
формулы. 

7. Как определить момент инерции крестовины, не сни-
мая с неё грузы? 

8. Почему в том случае, когда грузы ближе к оси враще-
ния, время движения меньше? 

9. От каких величин зависит момент инерции тела? 

Задача 
1. Груз массой 25кг висит на шнуре длиной 2,5м. На ка-

кую наибольшую высоту можно отвести в сторону груз, что-
бы при дальнейших свободных качаниях шнур не оборвался? 
Прочность шнура на разрыв 550Н. 
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Лабораторная работа №4 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ 
СОПРОТИВЛЕНИЯ ГРУНТА ПРИ ЗАБИВКЕ СВАИ 

НА МОДЕЛИ КОПРА 

Принадлежности: Модель Копра. 

Теоретическое введение. Забивка сваи, клиньев и т. д. 
производится с помощью удара какого-либо груза по забива-
емому предмету. Под ударом в механике понимают любую 
встречу двух или более тел, при которой взаимодействие 
длится короткий срок. При кратковременных взаимодействи-
ях возникают такие большие силы, что роль всех постоянно 
действующих сил (сила тяжести, сопротивления) можно счи-
тать ничтожной. Это дает право рассматривать соударяющие-
ся тела как замкнутую систему и применять к ним закон со-
хранения импульса. 

В зависимости от упругих свойств тел удары могут про-
текать различно. Принято выделять два крайних случая: иде-
ально упругие и абсолютно неупругие удары. Остановимся на 
втором из них. 

Под неупругим ударом понимают такую встречу двух 
тел, в результате которой эти тела объединяются и их скоро-
сти оказываются одинаковыми. Для этого соударяющиеся те-
ла должны обладать определенными свойствами, а именно: 
при их деформациях должны возникать силы, зависящие не 
от величины деформаций, а от скорости изменения деформа-
ций. Поэтому их можно медленно деформировать, приклады-
вая малые силы: удар молотка очень мало расплющивает 
глиняный шар, в то время как рукой его можно легко рас-
плющить, если это делать медленно. 

При абсолютно неупругом ударе происходит следующее: 
в момент столкновения возникают быстрые деформации, тела 
будут быстро сжиматься, поэтому возникают значительные 
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силы, которые сообщают телам ускорения, направленные в 
противоположные стороны. Скорости тел будут изменяться, 
пока не станут равными. После этого деформации перестанут 
изменяться, а значит, исчезнут и силы. Поэтому перестанут 
изменяться и скорости соударяющихся тел, и они будут про-
должать двигаться с одинаковой скоростью. 

Неупругий удар применяется для целей двоякого рода. 
Во-первых, для изменения формы тел (ковка, штамповка), во-
вторых, для перемещения грунта играет роль сила трения, 
приложенная к свае со стороны разрезанной втулки. 

Теория метода. Груз массой m1 свободно падает с высо-
ты Н. Скорость груза    непосредственно перед ударом 
найдем по закону сохранения энергии: 

     
    

 

 
 

отсюда 

   √                                                 

Ввиду кратковременности удара сила сопротивления не 
может заметно изменить общего импульса системы и по за-
кону сохранения импульса, считая удар неупругим, имеем: 

                                                  

где   - общая скорость груза и сваи в первый момент по-
сле удара,   -масса сваи. 

Из (1) и (2) получим: 

  
  

     
    

  

     
√                 

После удара, груз и свая движутся замедленно до оста-
новки, совершая на пути S работу против силы сопротивле-
ния. Эта работа совершается за счёт механической энергии 
груза и сваи: 
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где S - глубина погружения сваи о грунт. Отсюда, ис-
пользуя выражение (3) для  , получим: 

    (
  

 

     
 
 

 
      )                      

Примечание: При неупругом ударе полная механиче-
ская энергия системы уменьшится. Дело в том, что при не-
упругом ударе происходит деформация соударяющихся тел, 
неисчезающая и после удара, поэтому она называется оста-
точной. При деформации совершается работа Адеф которая в 
точности равна убыли механической энергии при ударе. 

  
    

 

 
 

         
 

 
 

    
 

 
 

    
 

        

 
    

 

 
(  

  

     
)  

    
 

 
 

  

     

   
   

 
 

  

  
  

                                                           

Здесь мы пренебрегли перемещением сваи во время уда-
ра из-за его кратковременности. 

При забивке сваи выгодно, чтобы работа, совершаемая 
при деформации (размочаливание сваи) была как можно 
меньше. Для этого необходимо, как видно из (5), чтобы масса 
груза    была во много раз больше массы сваи   . 

Описание модели Копра. 
Модель Копра состоит из груза 1, который может пере-

мещаться по вертикальным направляющими 2 и сваи 3, кото-
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рая с большим трением скользит в разрезанной втулке 4. Си-
ла трения между сваей и втулкой создаётся за счёт силы нор-
мального давления на одну из половин втулки со стороны ма-
лого плеча рычага 5. По большому плечу этого рычага сколь-
зит гиря 6. Передвигая её можно изменять силу нормального 
давления, следовательно, и силу трения. 

 

Порядок выполнения работы. 

1. Установить гирю (6) на расстоянии L=100мм от точки 
опоры рычага (5). 

2. Поднять сваю (3) на произвольную высоту, поднять 
гирю в крайнее верхнее положение и произвести пробный 
удар. 

3. Поднять сваю на такую высоту, чтобы после удара она 
на 10-15мм не доходила до втулки, записать высоту S1 указа-

3 

4 

2 

1 

6 

5 
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теля сваи и высоту Н2 указателя груза (1), когда последний 
соприкасается со сваей. 

4. Поднять груз, заменить высоту Н1 указателя груза в 
этом положении: Н1-Н2=Н – высота падения груза. 

5. Произвести удар. Записать S2 – высоту указателя сваи 
после её остановки. 

6. Повторить опыт при тех же значениях Н1, S1, Н2 ещё 
четыре раза. Найти среднее значение S2ср 5-ти измерений. S1- 
S2ср=S – глубина погружения сваи. 

7. Произвести вторую серию измерений при тех же зна-
чениях Н1, S1, Н2, но при L-200мм. 

8. Провести 3-ю серию измерений при тех же Н1, S1, Н2, 
но при L=300мм. 

9. Провести четвёртую и пятую серии измерений, оста-
вив L=300мм, но уменьшив Н1 соответственно на 80 и 160мм. 

10. По формуле (5) произвести расчёт Fтр. 
11.По формуле (4) произвести расчёт Атр. 
12. По формуле (6) произвести расчёт Адеф. 
По мере выполнения работы данные заносить в таблицу: 
 

№ L Н1       S2
I 

S2
II
 S2

III
 S2

IV
 S2

V
 S2ср 

Н= 
Н1-Н2 

S= 
S1-S2 

Fтр 

 
1 

 
01 

 
 
 

           

 
2 

 
02 
 

            

 
3 

 
03 
 

            

 
4 

 
03 
 

            

 
5 

 
03 
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Контрольные вопросы. 

1. Дайте определения и выведите формулы для 

известных видов механических энергий? 

2. Дайте определение работы (единица измерения). 

3. Силы в природе. Дайте определение силе трения. 

4. Чем отличается абсолютно упругий удар от абсолютно 

неупругого? 

5. В чем заключается закон сохранения механической 

энергии? 

6. Объясните закон сохранения импульса (замкнутая си-

стема). 

7. Как определить скорости тел после центрального аб-

солютно упругого и неупругого удара? 

8. Чем отличается в данной работе, работа силы трения 

от работы деформации? 

9. Объяснить переход механической энергии в другие 

формы энергии. 

10. Вывести расчетную формулу для определения силы 

трения? 

11. Какой смысл, вкладывается в термин «Рассеяние» 

энергии? 

12. Почему при ковке изделия масса наковали должна 

быть много больше массы ударяющего тела, а при забивке 

сваи масса ударяющего тела – много больше массы сваи? 

13. Найти скорость 1-го и 2-го шара после упругого удара. 

Задачи 

1. Импульс тела равен 8 кг м/с, а кинетическая энергия 16 

Дж. Найти массу и скорость тела. 

2. Шарик массой 100г, подвешенный на нити длиной 

40см, описывает в горизонтальной плоскости окружность. 

Какова кинетическая энергия шарика, если во время его дви-

жения нить образует с вертикалью постоянный угол 60
о
? 
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3. Тело массой 0,5 кг брошено вертикально вверх со ско-

ростью 4м/с. Найти работу силы тяжести, изменение потен-

циальной энергии и изменение кинетической энергии при 

подъёме тела до максимальной высоты. 
4. Каковы значения потенциальной энергии и кинетиче-

ской энергии стрелы массой 50г, выпущенной из лука со ско-
ростью 30 м/с вертикально вверх, через 2с после начала дви-
жения? 

5. Найти силу тяги, развиваемую мотором автомобиля, 
движущегося в гору с ускорением 1м/с

2
. Уклон горы равен 1м 

на каждые 25м пути. Вес автомобиля         Н. Коэффици-
ент трения равен 0,1. 

6. Шар движущийся со скоростью   , налетает на поко-
ящийся шар, масса которого в 1.5 раза больше первого. Опре-
делите отношение скорости   

  первого шара и скорости   
  

второго шара после удара. Удар считать упругим, централь-
ным и прямым. 
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Лабораторная работа №5 
 

ИЗМЕРЕНИЕ СКОРОСТИ ПОЛЁТА ПУЛИ 
С ПОМОЩЬЮ БАЛЛИСТИЧЕСКОГО МАЯТНИКА 

 Губайдулина Т.В., Салецкий А.М., Слепков А.И., Чистя-
кова Н.И. 

Цель работы: использование законов сохранения им-
пульса, момента импульса и механической энергии для реше-
ния практических задач механики. 

Идея эксперимента состоит в использовании абсолютно 
неупругого удара пули и тела баллистического маятника для 
определения скорости пули. 

Теоретическое введение 
Принципиальная схема баллистического маятника пока-

зана на рис.1. 

 
Рис 1. Устройство баллистического маятника. 
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Будем предполагать, что движение пули и тела маятника 
происходит в одной (вертикальной) плоскости. Точкой О 
обозначена горизонтальная ось, вокруг которой происходит 
движение маятника. Точка С — центр масс тела маятника, 
имеющего цилиндрическую форму. Для простоты рассмотре-
ния будем считать, что пуля застревает в теле маятника таким 
образом, что её центр масс находится на прямой ОС. Разме-
рами пули будем пренебрегать. Существенной особенностью 
баллистического маятника является то, что время действия 
силы со стороны пули на маятник (время удара) мало по 
сравнению с периодом колебания маятника. Такие кратко-
временные силы, имеющие конечный импульс силы, называ-
ются ударными силами, а процесс взаимодействия пули и ма-
ятника — ударным процессом. Ударный характер взаимодей-
ствия приводит к тому, что к концу удара маятник, приобретя 
некоторую скорость, практически не успевает отклониться на 
какую-либо заметную величину. 

При малых временах соударения ударные силы достига-
ют больших значений, так как за малое время действия изме-
няют импульс тела на заметную величину. Если за время уда-
ра на нити не действуют такие большие ударные силы, то для 
анализа движения цилиндра сразу после удара достаточно 
учесть лишь силу, действующую со стороны пули. Движение 
цилиндра при этом можно будет представить, как вращение 
вокруг мгновенной оси. Но для того, чтобы не возникали 
ударные силы натяжения нити, необходимо, чтобы такое 
движение не приводило к изменению длины нитей. А это 
означает, что мгновенная ось должна совпадать с осью вра-
щения маятника (точка О, рис 1). Точку пересечения линии 
действия ударной силы с прямой ОС в этом случае называют 
центром удара, а сам удар — центральным ударом. 

В случае центрального удара натяжения нитей в процес-
се соударения меняются, так как возникают центростреми-
тельные ускорения элементов цилиндра. Однако эти изме-
нения натяжений имеют конечные значения при стремлении 
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времени удара к нулю, поэтому их в процессе соударения 
можно не учитывать. Если же удар не центральный, то воз-
никают такие ударные натяжения, которые необходимо учи-
тывать при соударении. При этом помимо основного движе-
ния возникают высокочастотные колебания, которые до-
вольно быстро затухают. 

Обозначим расстояние от точки O до центра масс С через 
lC, а расстояние от точки О до центра удара — через l. Пуля 
пролетает вдоль оси цилиндра, попадает в его торец и застре-
вает в пластилине. Силу, действующую со стороны пули на 
цилиндр, обозначим через F, момент инерции цилиндра отно-
сительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 
вертикальной плоскости симметрии — через J0, скорость цен-
тра масс цилиндра обозначим через   , а угловую скорость ци-
линдра — через  . Пусть удар начинается в момент t = 0 и за-
канчивается в момент    . Учитывая лишь ударную силу F, 
получим изменение импульса и момента импульса цилиндра 
относительно оси, проходящей через его центр масс. 

    ∫       

 

 

                                     

          ∫      

 

 

                             

В случае центрального удара мгновенная ось совпадает c 
осью вращения маятника (осью, проходящей через точку O, 
рис.1), поэтому момент импульса сил натяжения нитей отно-
сительно этой оси равен нулю и, кроме того, выполняется 
следующая кинематическая связь 

                                                   

Разделив соотношение (2) на (1) и, учитывая (3), получим 
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Соотношение (4) определяет положение центра удара. Он 
расположен на расстоянии l от оси O, т. е. несколько ниже 
центра масс С. 

Рассмотрим изменение импульса пули в результате её 
соударения с цилиндром. Обозначим силу, действующую со 
стороны цилиндра на пулю, через F', а скорость пули сразу 
после удара через v'. Изменение импульса будет определяться 
импульсом силы 

       ∫        

 

 

                                   

Учитывая третий закон Ньютона (F' = -F), а также соот-
ношения (1) и (5) получим 

                                                 

Поскольку удар является абсолютно неупругим, то 
     . Соотношение (6) имеет вид закона сохранения им-
пульса, к которому мы пришли, так как не учитывали дей-
ствия всех сил, кроме сил F и F'. 

В соответствии с теоремой Гюйгенса-Штейнера момент 
инерции цилиндра J относительно оси O равен 

        
                                           

Используя соотношения (4) и (7), легко показать, что 

                                                    

Соотношению (6) можно придать вид закона сохранения 
момента импульса. Для этого умножим левую и правую его 
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части на l, учтём кинематическую связь (3) для скорости ци-
линдра и соответствующую кинематическую связь для скоро-
сти пули      : 

                                     
                                                                  

Заметим, что если бы вместо нитей были жесткие тонкие 
невесомые стержни с осью в точке O, то соотношение (9) вы-
полнялось бы и для нецентрального удара. Но в случае не-
центрального удара возникали бы ударные силы, действую-
щие на стержни и, в конечном счете, на ось. Соотношение (9), 
разделив его на l, можно также записать в следующем виде 

                                                 

После завершения удара баллистический маятник будет 
совершать колебания. При этом максимальное отклонение от 
положения равновесия пусть будет определяться углом  . Ес-
ли можно пренебречь потерями энергии за четверть периода, 
то потенциальная энергия маятника в момент остановки бу-
дет равна кинетической энергии маятника сразу после удара: 

 

 
                                            

где    равно изменению высоты центра масс цилиндра 
при отклонении маятника на угол  , то есть. 

                      
 

 
                       

Аналогичная формула получается для изменения высоты 
центра масс пули h: 
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Запишем уравнение движения маятника с пулей после 
отклонения его от положения равновесия после удара: 

                                                  

Из (13) получим соотношение, связывающее цикличе-
скую частоту    гармонических колебаний баллистического 
маятника, а значит и период малых колебаний Т с моментом 
инерции маятника с пулей J+ml

2
 относительно оси О: 

  
  

   

  
 

         

     
                          

Сравнивая (11) и (14), учитывая при этом (12), (13) полу-
чим: 

 
  

 
 

         

     
     

 

 
 

   

  
                      

  
  

 
    

 

 
                                     

При малых отклонениях     
 

 
   и (17) переходит в 

соотношение, связывающее амплитудные значения угловой 
скорости. 

Используя соотношения (10) и (17), получим выражение 
для скорости пули: 

  
      

 
  

      

 

  

 
    

 

 
                

Если       
 , т. е. размеры цилиндра малы по сравне-

нию с длиной нити, то      
 . При этом различием между lC 

и l в (15) можно пренебречь. Вместо (15) в таком случае по-
лучим 
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Из (18) с учетом (19), пренебрегая различием между lC и 
l, получим 

  
   

 
√         

 

 
                                 

Формула (20) является окончательной формулой, которая 
используется в данной работе для определения скорости пули. 

Экспериментальная установка 

Установка для определения скорости пули состоит из 
баллистического маятника, шкалы для отсчёта отклонений 
маятника (рис.1), пружинной пушки (рис.2), набора пуль. 

 

Рис 2. Устройство пружинной пушки. 

Баллистический маятник представляет собой цилиндр, 
частично заполненный пластилином и подвешенный в гори-
зонтальном положении на длинных и легких нитях (рис.1). 
Масса цилиндра с пластилином равна М. В маятник, в гори-
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зонтальном направлении стреляют из пружинной пушки пу-
лей, имеющей массу m и скорость v. Пуля входит в пластилин 
и сообщает маятнику некоторую скорость, в результате чего 
маятник отклоняется в процессе колебания на некоторый 
угол, который может быть измерен. 

Шкалу, предназначенную для определения отклонения 
маятника, устанавливают параллельно отсчётной рамке маят-
ника на расстоянии примерно 5-6 мм от неё. Угол отклонения 
маятника   определяется по смещению S нити отсчетной 
рамки в горизонтальном направлении, исходя из условия 

        
 

 
  

где R — расстояние от оси маятника до горизонтальной 
линии шкалы, вдоль которой измеряется смещение нити рам-
ки. При малых углах можно считать, что. 

  
 

 
                                               

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение скорости пуль 

Прежде всего, необходимо убедиться в том, что ось ци-
линдра в положении равновесия горизонтальна, а вертикаль-
ная плоскость, проходящая через ось цилиндра, является 
плоскостью симметрии. Если эти условия не выполнены, то 
необходимо подрегулировать длину нитей. 

Для того чтобы подготовить пистолет к выстрелу, отво-
дят рычаг 1 (рис. 2) в крайнее положение, сжимая пружину. 
Вставляют пулю в дуло пистолета 2 и задвигают её шомпо-
лом до конца. Убедившись в том, что пуля, вылетевшая из 
пистолета, может попасть лишь в маятник, производят вы-
стрел. Для этого курок 3 отводят вертикально вниз. Отклоне-
ния маятника определяют по шкале. 
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1. Измерения 
1. Производят взвешивание пуль. Результаты заносят в 

таблицу 1. 
2. Производят выстрелы последовательно с каждой из 

пяти пуль. Результаты отсчёта отклонений маятника записы-
вают в таблицу. Для каждой пули производят не менее пяти 
выстрелов и соответственно этому не менее пяти отсчётов от-
клонения маятника. 

Табл. 1. Экспериментальные данные. 

№ пули 
№ 

эксперимента 
S 〈 〉, ϬS α v, Ϭv 

1 
m= 

1     
2  

3  

…  
…… 

 
2. Обработка результатов 
1. Провести вычисление средних значений отклонений 

маятника 〈 〉 

〈 〉  
 

 
∑  

 

   

                                       

2. Провести оценку выборочного стандартного отклоне-
ния среднего арифметического величины S: 

   √
 

      
 ∑    〈 〉  

 

   

                   

С учётом систематических погрешностей (погрешность 
прибора, погрешность округления) величина стандартного 
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отклонения суммарной погрешности величины S, вычисляет-
ся следующим образом: 

   √  
          

                                   

3. По формуле (21) для каждой пули находят величину 
угла отклонения маятника  . Учитывая, что основной вклад в 
величину стандартного отклонения   обусловлен погрешно-
стью в определении S, рассчитывают стандартные отклоне-
ния величины   : 

   √(
  

  
)|

〈 〉

 

   
                                 

Полученные данные заносят в таблицу 1. 
4. По формуле (20) находят значение скорости каждой из 

пуль и рассчитывают стандартное отклонение по формуле: 

   √(
  

  
)|

〈 〉

 

   
                              

Упражнение 2. 
Оценка потенциальной энергии сжатой пружины и 

исследование зависимости скорости пули от ее массы. 

Формула (20), полученная для расчёта скорости пули, не 
определяет явную зависимость скорости пули от её массы. 
Пуля приобретает скорость в результате выстрела из пистоле-
та, при этом потенциальная энергия сжатых пружин перехо-
дит в кинетическую энергию пули, пружин и бойка. Если 
пренебречь потерями энергии в результате действия силы 
трения, то можно записать закон сохранения механической 
энергии: 
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где М − масса пружин и бойка,   − коэффициент, определяе-
мый способом крепления и характером движения пружин и 

бойка,  <1. Для однородной пружины, например,   =1/3. 
Преобразуем формулу (27) к следующему виду 

 

  
 

 

    
  

 

    
                                 

Как видно из (28), зависимость величины 
 

   от массы пу-

ли m должна быть линейной. Причём тангенс угла наклона 

графика функции   
 

   от m равен   
 

    
. Тогда потенци-

альная энергия пружин 

     
    

 
 

 

  
                                   

В данном упражнении осуществляется обработка резуль-

татов эксперимента, полученных в упражнении 1. 

1. Провести вычисление средних значений величины 

〈 〉  〈
 

  
〉 для каждой из пуль, используя данные таблицы 1. 

2. Рассчитать стандартное отклонение по формуле: 

   
 〈 〉

 
                                           

3. Методом наименьших квадратов, определить, а − тан-
генс угла наклона графика функции f(m). 

4. Оценить с помощью метода наименьших квадратов 
стандартное отклонение погрешности величины а. 

5. Рассчитать величину потенциальной энергия пружин 
     по формуле (29) и оценить стандартное отклонение по-
грешности     . 
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   √(
  

  
)|

〈 〉

 

   
  

Основные итоги работы 
В результате выполнения работы должны быть опреде-

лены скорости пуль (не менее пяти) разной массы. Должна 
быть оценена потенциальная энергия сжатой пружины. 

Контрольные вопросы. 

1. Дайте определение угловой скорости и угловому уско-
рению. Как определяется их направление? 

2. Какова связь между линейными и угловыми величи-
нами (                 )? 

3. Сформулируйте закон сохранения импульса. 
4. Дайте определение момента импульса относительно 

точки. 
5. Сформулируйте закон сохранения момента импульса. 
6. Сформулируйте закон сохранения механической 

энергии. 
7. Что такое центр удара? 
8. Определите положение центра удара в предположе-

нии, что тело маятника представляет собой сплошной ци-
линдр, масса которого в 100 раз больше массы пули. 

Задачи 

1. Найти момент инерции J и момент импульса L земного 
шара относительно оси вращения. 

2. Однородный стержень длиной 1м и массой 0,5кг вра-
щается в вертикальной плоскости вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через середину стержня. С каким угловым уско-
рением вращается стержень, если на него действует момент 
сил            ? 
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3. Человек массой 60кг, стоящий на краю горизонтальной 
платформы массой 120кг, вращающейся по инерции вокруг 
неподвижной вертикальной оси с частотой 12 мин

-1
, перехо-

дит к ее центру. Считая платформу круглым однородным 
диском, а человека – точечной массой, определите, с какой 
частотой будет тогда вращаться платформа. 

4. Груз весом 10кг, висящий на нити, отклоняют на угол 
30

0
. Найти натяжение нити в момент прохождения грузом по-

ложения равновесия.  (Ответ:12,4Н) 
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Лабораторная работа №6 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТА ИНЕРЦИИ ДИСКА. 
ПРОВЕРКА ТЕОРЕМЫ ШТЕЙНЕРА 

Цель работы: определить момент инерции диска 
расчётным и экспериментальным методами. 

Оборудование: специальная установка, набор гирь,  
секундомер. 

Теоретическое введение 
Работа, которую совершает постоянный момент силы M 

при повороте тела на угол  (в радианах), 

А = М.                                          (1) 

Работа сил трения  или сопротивления равна изменению 
механической энергии системы: 

А = W1–W2.                                     (2) 

Кинетическая энергия тела массой m, которое движется 
поступательно со скоростью v и одновременно вращается с 

угловой скоростью  относительно центра масс, 

22

v
22

к
cIm

W  .                            (3) 

Эта энергия равна кинетической энергии вращательного 
движения относительно мгновенной оси (МОВ): 

2

2

к
I

W  .                                    (4) 

В этих формулах с – момент инерции тела относительно 

оси, проходящей через центр масс,  – момент инерции отно-
сительно МОВ. 
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Если эти оси параллельны друг другу, то согласно теоре-
ме Штейнера 

2maII с  ,                                (5) 

где m – масса тел, a – расстояние между осями. 
Формулы для расчета моментов инерции некоторых тел 

относительно их оси симметрии приведены в табл. 1. 

МЕТОДИКА РАСЧЕТА МОМЕНТА ИНЕРЦИИ ТЕЛ 
СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

ЦЕЛЬ: приобрести навык расчёта момента инерции тел, 
состоящих из простых элементов. 

1. Исследуйте форму тела. Приняв во внимание, что мо-
мент инерции любого тела равен сумме моментов инерции 
отдельных его элементов, мысленно разделите исследуемое 
тело на простые элементы, для которых формулы расчёта ве-

личины i даны в табл. 1. 
2. Сделайте эскиз исследуемого тела, а если необходимо, 

то и его элементов, обозначая символами все размеры, под-
лежащие измерению. Например, тело (рис. 1а) состоит из 
насаженных на вал 1 шкива 2 и маховика 3 с двумя отверсти-
ями 4. Это тело можно представить (рис. 1б) как совокуп-
ность трёх сплошных цилиндров 1, 2 и 3 за вычетом двух ма-
лых дисков 4, расположенных на месте отверстий маховика. 

 

а)                                            б) 

Рис. 1 
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Для расчёта момента инерции такого тела 

4321 2 IIIII                           (6) 

необходимо знать массы указанных элементов, их радиусы, а 
также расстояние a от центра отверстий до оси вращения. В 
случае, если массы mi неизвестны, то для их определения че-
рез плотность и объём деталей нужно измерить ещё их длины 
l1, l2 и l3. 

Таблица 1 

№ 
п.п. 

Элемент 
тела 

вращения 

Масса 
m, кг 

Диаметр 
d, мм, 

и  a, мм 

Момент инерции ,  кгм
2
 

формула значение 

1 Диск   2
111

2

1
rmI    

2 Вал–
шкив 

  2
222

2

1
rmI    

3 Ось   2
333

2

1
rmI    

4а) Кольцо    22
44

2

1
RrmI    

б) Цилиндр   2
44

2

1
rmI    

в) Шар   
rmI 2

44
5

2
  

 

г) Стержень   2
44

12

1
lmI    

д) Пластина  (b x d)  22
44

12

1
dbm    

 Тело 
 imm  a= 

4321 nIIIIIс    
2maII cz   
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Примечания: 

а) значения i и с даны относительно оси, проходящей 
через центр масс; 

б) для стержня длиной l и пластины размером b d значе-

ния  даны относительно оси, перпендикулярной их плоско-
сти; 

в) в формуле для с: n – число одинаковых элементов; 
знак «минус» для случая, если отверстия в диске имеют фор-
му четвертого элемента. 

3. Используйте формулу вида (6) для расчёта момента 
инерции тела относительно оси, проходящей через центр 
масс системы. 

4. Запишите в табл. 1 массы mi отдельных частей тела, а 

если они неизвестны, то плотность вещества . 
5. Измерьте линейкой или штангенциркулем (в отчёте 

объясните выбор инструмента) величины, необходимые для 
расчёта момента инерции каждого элемента тела. Результаты 
измерений записывайте в табл. 1. 

6. Вычислите моменты инерции отдельных элементов, а 

затем момент инерции тела с относительно оси, проходящей 
через центр масс. 

7. Рассчитайте, если это необходимо в данной работе, 
момент инерции тела относительно МОВ, используя теорему 
Штейнера (5). 

8. Оцените систематическую (приборную) погрешность 

прямых измерений (с. 7), сделанных для расчёта величины . 
Результаты внесите в табл. 2. 

Таблица 2 

Измеряемый 
параметр 

Величина 
Систематическая 

погрешность S 

Относительная 

погрешность  

di    iS d/  
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9. В выводе оцените соотношение величин i частей тела. 

Какие из них пренебрежимо малы и по какой причине? По 

данным табл. 2 сделайте вывод о том, какие измерения про-

ведены с достаточной точностью, а какие – нет; связано ли 

последнее с используемым инструментом? 

ОПИСАНИЕ  УСТАНОВКИ 

Диск 1 с резьбовыми 

отверстиями насажен на 

ось (рис. 1) и может вра-

щаться с малым трением. 

На той же оси находится 

шкив 2 радиусом r, на ко-

торый наматывается нить. 

К другому концу нити при-

вязан груз 4 массой m, под 

действием которого систе-

ма приводится во враще-

ние. Путь, пройденный 

грузом до своего нижнего 

положения (когда нить 

полностью размотается), 

определяется по шкале 3, 

вдоль которой груз дви-

жется. 

В резьбовые отверстия диска могут вворачиваться до-

полнительные грузы 5 цилиндрической формы (радиуса R) и 

массы то. 

В установках предусмотрено автоматическое измерение 

времени движения груза до нижней точки и расстояния h, на 

которое поднимается груз по инерции после прохождения 

нижнего положения. 

1 

4  
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ОПИСАНИЕ МЕТОДА ИЗМЕРЕНИЙ 
Если намотать нить на шкив, подняв на высоту ho груз m, 

то он будет обладать потенциальной энергией Wо=mgho. При 
падении груза его потенциальная энергия переходит в кине-

тическую энергию поступательного движения груза 2/2mv  и 

энергию вращения диска 2
/2. Зная время t падения груза до 

нижней точки, можно определить конечную скорость движе-
ния груза th /2v о  и угловую скорость вращения диска 

)/(2/v о trhr  , где r – радиус шкива. 

При движении в подшипниках действует момент сил 

трения Мтр, для преодоления которого на пути hо  =  о  r  со-
вершается работа (см. (1)) 

r

h
ММА о

тротр   ,                      (6) 

где о – угол поворота диска (угловое перемещение). 
В соответствии с законом сохранения энергии и равен-

ством (2) 

r

h
М

Im
mgh о

тр

22

о
22

v



.                (7) 

Момент сил трения Мтр найдём из следующих соображе-
ний. После того, как груз опустится до нижней точки, махо-
вик, продолжая вращение по инерции, поднимет груз на вы-
соту h; там его потенциальная энергия mgh меньше, чем 
начальная, на величину работы, совершенной против сил тре-

ния на всём пути (hо+ h)= r. Из закона сохранения энергии и 
формулы (2) следует 

mghmgh
r

hh
М 


о

о
тр .                  (8) 

Решая совместно уравнения (7), (8), получаем расчётную 
формулу для момента инерции вращающегося тела: 
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  















 1

оо

2
2

hhh

ght
mrI .                         (9) 

З а д а н и е  1.  Определение момента инерции диска 
1. Снимите дополнительные грузы с диска. 
2. Измерьте штангенциркулем диаметр шкива d в не-

скольких местах, записывая результаты в табл. 1, и определи-

те среднее значение d . 

Таблица 1 

№ п.п. d,  м t,   с h,  м   2/dr          м 
m =         кг, 
hо =          м 

1 
… 
5 

   

Среднее значение    д=            кгм
2
 

3. Вращая диск, намотайте нить в один слой на шкив и 
включите электромагнит красной кнопкой, расположенной в 
верхней части установки  (для повышения стабильности по-
лучаемых результатов рекомендуется при подъёме груза 
наматывать нить на шкив в одном направлении). Измерьте и 
запишите расстояние hо от груза до нулевой отметки шкалы. 

4. Определите массу груза m, подвешенного к нити, 
включите секундомер. 

5. В момент прохождения грузом нижнего положения 
выключите секундомер. Продолжая дальше наблюдение за 
движением груза m, отметьте высоту h, на которую подни-
мется груз, двигаясь по инерции. Показание секундомера t и 
высоту h запишите в табл. 1. 

6.Повторите измерения еще четыре раза при тех же зна-
чениях m и hо. 

7.Вычислите среднее значение момента инерции диска Д 
по формуле (9). 
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З а д а н и е  2.  Проверка теоремы Штейнера 
1. Определите массу то и радиус R дополнительных гру-

зов. Закрепите их на одинаковом расстоянии от оси вращения 
на диске установки и замерьте расстояние l1 от оси вращения 
до центра грузов. Результаты этих измерений и число допол-
нительных грузов  k занесите в табл. 2. 

Таблица 2 

 

 mo=          

кг 
 

 k = 
 

 R= 0,021    

м 
 

 r=0,0125 

м 
 

 ho=          

м 
 

 I Д=            

кг м
2 

№ 

п.п. 

1l

м 

2l

м 

3l

м 

4l

м 

,t с ,h м ,t с ,h м ,t с ,h м ,t с ,h м 

1         

2         

3         

4         

5         

С р е д н е е         

экспI      

22
2

1 lmRmI ooГ   
    

Грасч IkII Д       
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2. Занесите в табл. 2 результаты измерений, полученных 

в задании 1: радиус шкива r, массу груза т, расстояние, про-

ходимое грузом до нулевой отметки hо, момент инерции дис-

ка Iд и число дополнительных грузов k. 

3. Проведите измерения (см. пп. 2-6 задания 1) и резуль-

таты занесите в табл.2. 

4. Рассчитайте момент инерции экспI  диска с дополни-

тельными грузами (формула  9). 

5. Рассчитайте момент инерции дополнительных грузов 

IГ, используя теорему Штейнера klmRmI ooГ )5,0( 22   

и результат занесите в табл.2. 

6. Рассчитайте момент инерции системы «диск–

дополнительные грузы» ГkIII  драсч
. 

7. Проведите подобные измерения и расчеты с другим 

положением дополнительных грузов на диске (пп. 3-6 зада-

ния 1). 

8. Сравните полученное экспериментально значение мо-

мента инерции Iэксп и расчетное значение момента инерции 

системы Iрасч и сделайте выводы. 

З а д а н и е  3. Оценка погрешности измерений 

1. Оцените случайные погрешности измеряемых величин 

по разбросу полученных значений )2/)(( minmax xх   

и приборные (систематические) погрешности всех измерений. 

Результаты занесите в табл. 3. 

2. Относительную погрешность полученного результата 

I  примите равной погрешности той величины, которая из-

мерена менее точно и рассчитайте абсолютную погрешность 

величины момента инерции 

II I  . 
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Таблица 3 

Измеряемая величина 
Погрешность 

системат. случайная 

наибольшая 

название 
средн. 

значение 
  

Масса груза  т кг     

Высота  ho м     

Высота h м     

Время t с     

Радиус r мм     

Масса mo г     

Радиус R м     

Расстояние l м     

Запишите результат в виде: 

1)5,0(1,  N
I PII . 

Сравните расчетные значения момента инерции и полу-
ченные экспериментально и сделайте выводы. 

Контрольные вопросы 
1. Как зависит момент инерции твёрдого тела от его 

массы и от распределения массы тела относительно оси 
вращения? 

2. От каких величин зависит момент инерции диска ? 
3. По какой формуле его рассчитывают в опытах? 
4. Запишите закон сохранения энергии для системы 

"диск–груз". 
5. На что расходуется механическая энергия в системе: 
а) потенциальная энергия груза при его опускании; 
б) кинетическая энергия системы при движении груза 

вверх? 
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6. Какое положение груза соответствует наибольшей 
кинетической энергии маховика? 

7. По какой формуле определяют работу, совершён-
ной при преодолении сил трения? 

Задачи 
1. При раскручивании диска массой 20кг и радиусом 

0,6м электродвигателем, обладающим КПД 0,4 была за-
трачена энергия 10кДж. Определите момент импульса 
диска.  (Ответь: 170кгм2/с) 

2. Человек массой 60кг, стоящий на краю горизон-
тальной платформы массой 120кг, вращающейся по инер-
ции вокруг неподвижной вертикальной оси с частотой 
12мин-1, переходит к ее центру. Считая платформу круг-
лым однородным диском, а человека – точечной массой, 
определите, с какой частотой будет тогда вращаться 
платформа.  (Ответь: 24мин-1) 

3. На пружинных весах лежит гиря массой 1,2кг, кото-
рая сжимает пружину на 3см. Определите, на какую вели-
чину уменьшится длина пружины, если совершить допол-
нительную работу по ее сжатию 1,4Дж.  (Ответь: 5,96 см.) 

Инструкция по эксплуатации 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТА ИНЕРЦИИ МАХОВИКА 

1. Измерить положение груза в нижней точке относи-
тельно основания. 

2. Поднять груз вращением маховика и фиксировать 
положение груза. 

(верхняя часть установки). 
3.Измерить положение груза относительно основания. 
6.Устранить качание груза. 
7. Нажать кнопку «пуск» «Секундомера». 
8. «Секундомер» фиксирует время движения груза до 

нижней точки. 
9. «По линейке провести измерение перемещение гру-

за» то  есть, высоту подъема   груза. 
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Лабораторная работа № 7 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТА ИНЕРЦИИ ТЕЛА, 
СКАТЫВАЮЩЕГОСЯ ПО НАКЛОННОЙ 

ПЛОСКОСТИ 

Цель работы: определить момент инерции тела относи-
тельно мгновенной оси вращения расчётным и эксперимен-
тальным методом. 

Оборудование: установка, набор тел, секундомер. 

Теоретическое введение 

Работа, которую совершает постоянный момент силы M 

при повороте тела на угол  (в радианах), 

                                                      

Работа сил трения или сопротивления равна изменению 
механической энергии системы: 

                                                 

Кинетическая энергия тела массой m, которое движется 
поступательно со скоростью v и одновременно вращается с 

угловой скоростью  относительно центра масс, 

   
   

 
 

   
 

 
                                       

Эта энергия равна кинетической энергии вращательного 
движения относительно мгновенной оси (МОВ): 
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В этих формулах с – момент инерции тела относительно 

оси, проходящей через центр масс,  – момент инерции отно-
сительно МОВ. 

Если эти оси параллельны друг другу, то согласно теоре-
ме Штейнера 

                      

где m – масса тел, a – расстояние между осями. 

Описание установки 

В работе используются тела, осью которых является ци-
линдрический стержень радиусом r=4,5 мм. Одно из тел 1 
(рис. 1) помещают на параллельные направляющие 2, обра-

зующие с горизонтом углы 1 и 2. 

 

Рис. 1 

Если тело отпустить, то оно, скатываясь, достигнет ниж-
ней точки и, двигаясь далее по инерции, поднимется вверх по 
направляющим. Движение тела, при котором траектории всех 
точек лежат в параллельных плоскостях, называется плоским. 
Плоское движение можно представить двумя способами: ли-
бо как совокупность поступательного движения тела со ско-
ростью центра масс и вращательного вокруг оси, проходящей 
через центр масс; либо, как только вращательное движение 
вокруг мгновенной оси вращения (МОВ), положение которой 
непрерывно изменяется. В нашем случае эта мгновенная ось 
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Z проходит через точки касания направляющих с движущим-
ся стержнем. 

Описание метода измерений 
При скатывании тело, опускаясь с высоты    

            , проходит путь lо, а поднимаясь по инерции на 
высоту      , проходит путь l. В нижней точке скорость 
поступательного движения центра масс        , а угловая 
скорость тела 

  
 

 
 

   
  

                                           

где t – время движения от верхней точки до нижней, r – ради-
ус стержня (оси). На скатывающееся тело действует момент 

сил сопротивления Мтр. Работа его на пути lо равна А = Мтр, 

где угловой путь о = lо/r. 
Закон сохранения энергии на отрезке пути lо имеет вид 

     
   

 
                                        

 где  – момент инерции скатывающегося тела относительно 
МОВ, 

 m – масса тела, включающая в себя массу стержня. 
При движении тела вниз с высоты hо и выкатывании его 

на высоту h работа сил сопротивления на пути (l+lо) равна 
убыли потенциальной энергии (см. (2)): 

   

    

 
                                      

 Решая совместно (7)–(9), получаем формулу для опреде-
ления момента инерции динамическим методом: 
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 Здесь величина         является константой для дан-
ной установки. 

Момент инерции тела относительно МОВ определяется 
теоремой Штейнера 

         

где IO – момент инерции, относительно центра масс; 
a – расстояние от центра масс тела до оси вращения (в этом 
опыте a=r). 

Задание 1. Аналитический расчёт момента инерции тела 

Для расчёта момента инерции маховика   необходимо из-
мерить массу тела (написана на телах) или объём (массу рассчи-
тать, используя плотность) и радиусы цилиндрических тел. Ме-

тодика расчёта величины   дана на с. 18. В соответствии с ней 
результаты всех измерений и вычислений вносите в табл. 1. 

Таблица 1 

Индекс 
Элемент 

тела 
вращения 

Масса 
m, кг 

Диаметр 
d, мм, 

и а, мм 

Момент инерции , 
кгм

2 

формула значение 

1 Диск   2
111

2

1
rmI 

 

 

      
 
Задание 2. Определение момента инерции тела дина-

мическим методом 
1. Определите массу т тела, запишите её значение, а 

также постоянную установки (1+2) в табл. 2. 
2. Проверьте правильность положения установки. При 

скатывании тело не должно смещаться к одной из направля-
ющих. Для регулировки используйте винты основания. Из-
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мерьте штангенциркулем диаметр d стержня в различных ме-
стах, определите его среднее значение и средний радиус r. 

3. Установите тело на направляющие на расстоянии lo от 
нижней точки, за его положение фиксируется магнитом по 
нажатию кнопки «Сброс» секундомера. 

4. Нажмите кнопку секундомера «Пуск». При этом элек-
тромагнит отключится, и тело начинает двигаться. Когда тело 
достигнет нижней точки, секундомер автоматически выклю-
чится. Запишите время движения тела до нижней точки в 
табл. 2. 

5. Наблюдая далее за движением тела по инерции, от-
метьте расстояние l, на которое оно поднимется до остановки. 

6. Опыт повторите ещё четыре раза при том же расстоя-
нии lо, записывая результаты в табл. 2. 

Таблица 2 

№ п.п. d, мм t, с l, м 1+2=   
рад 

m =       кг 
lо =       м 


2

d
r

0,0045  м 

1 
… 
 
5 

9   

Среднее 
значение 

9    =         

кгм
2
 

 
7. Найдите средние значения величин r, t, l и по формуле 

(10) рассчитайте момент инерции тела  . 

Задание 3. Изучение зависимости момента инерции от 
распределения массы относительно оси вращения. 

В этом задании используется тело в виде крестовины, по 
которой могут перемещаться грузы (цилиндры). Все резуль-
таты измерений заносятся в табл. 3. 
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Рис. 2 

 Примечания. 
1. Когда грузы находятся на 
одинаковом расстоянии от оси 
вращения, тело должно нахо-
диться в безразличном поло-
жении равновесия на горизон-
тальных направляющих. 
 
2. Так как цилиндры имеют 
одинаковый размер, расстоя-
ние между центрами грузов 
равно расстоянию между их 
торцами, которое можно 
измерить значительно точнее 
(рис. 2). 

Табл.3 

№ 
п.п. 

b t b
2
 I 

 

=          рад. 
т =            кг 
r =    0,0045     м 
lo =           м 

1 
2 
3 

    

1. Определите массу т тела и радиус r оси тела, и запи-
шите постоянную установки (      . 

2. Установите подвижные цилиндры на равном расстоя-
нии b от оси вращения и измерьте это расстояние. 

3. Установите тело на направляющие на расстоянии lo от 
нижней точки, его положение фиксируется магнитом нажати-
ем кнопки «Сброс» секундомера. 

4. Нажмите кнопку секундомера «Пуск». При этом элек-
тромагнит отключится, и тело начинает двигаться. Когда тело 
достигнет нижней точки, секундомер автоматически выклю-
чится. Запишите время движения тела до нижней точки в 
табл. 3. 

21  

2b 
2b 

2b 

r 
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5. Отметьте расстояние l, на которое продвинется тело, 
поднимаясь по инерции. 

6. Повторите измерения пп. 3-5 при других расстояниях b 
цилиндров, относительно оси вращения. 

7. Рассчитайте b
2
 и момент инерции тела I (формула 3-13) 

для каждого опыта. 
8. Постройте график зависимости (см. рекомендации по-

строения и обработки графиков)         и по графику 
определите  момент  инерции  крестовины IКР и  массу m по-
движных грузов. 

9. Сделайте выводы. 

Задание 4. Оценка погрешности измерений 
В качестве систематической погрешности в данных 

опытах следует взять приборную погрешность, равную цене 
деления измерительного прибора. 

Случайная погрешность определяется по разбросу вы-
борки: 

  
           

 
  

где хmax и хmin – максимальное и минимальное значение 
измеряемой величины в серии из N повторных измерений. 
Этой границе доверительного интервала соответствует дове-
рительная вероятность 

    (
 

 
)
   

  

1. В табл. 4 занесите средние значения прямых измере-
ний, выполненных в одном из упражнений и значения по-
грешностей этих величин – систематической и случайной. 

2. Для каждой величины выберите наибольшую из по-
грешностей и рассчитайте наибольшую относительную по-
грешность δ измерения каждой величины. В окончательном 
выводе следует отметить, для каких величин,  желательно  
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увеличить  (и как?) точность измерений, а для каких её можно 
и уменьшить без ущерба для конечного результата. 

Таблица 4 

Величина 
Погрешность 

абсолютная наибольшая 

названи
е 

значени
е 

систематич
. 

случайна
я 

абсолютна
я 

относит
. 

 
рад  ––   

т кг  ––   

ol  
м  ––   

l м     
r м     

t с     

 
3. В качестве относительной погрешности результатов 

измерений примите наибольшую из погрешностей прямых 
измерений (см. табл. 2) 

Контрольные вопросы 

1. Укажите величины кинетической и потенциальной 
энергии при скатывании тела: в начале и в конце движения, в 
нижней точке и в произвольной точке. 

2. Опишите характер движения тела по направляющим. 
Какая сила создаёт момент относительно оси вращения? 

3. Чему равна работа постоянного момента силы? 
4. От каких величин зависит кинетическая энергия тела 

при поступательном и вращательном движениях? 
5. Сформулируйте теорему Штейнера. 

6. Как измеряют угловую скорость  в данной работе? 
7. Какие величины измеряют для определения скорости 

, момента сил трения, работы сил трения? 

21  
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8. Какие уравнения лежат в основе динамических мето-
дов определения момента инерции? 

9. Что составляет основу методики расчётного метода 

определения величины  ? 
10. Укажите возможные источники случайных и систе-

матических погрешностей при измерениях. 

Задачи 
1. С наклонной плоскости, составляющей угол 37

о
 с го-

ризонтом, сктывается без скольжения сплошной диск. Прене-
брегая трением, определите скорость диска через 4с после 
начала движения.  (Ответ: 15,7м/с) 

2. Колесо массой 2,8кг раскручивается постоянной каса-
тельной силой 15Н. Пренебрегая трением, определите момент 
времени t, когда кинетическая энергия вращающегося колеса 
Твр=3кДж.  (Ответ: 8,64с) 

3. На однородный сплошной цилиндрический вал радиу-
сом 20см намотана невесомая нить, к концу которой подве-
шен груз массой 2кг. Груз, разматывая нить, опускается с 
ускорением 1м/с

2
. Определите: 1) момент инерции вала; 2) 

массу вала.  (Ответ: 0,7 кг м
2
; 35кг) 

4. Шар и сплошной цилиндр, изготовленные из одного и 
того же материала, одинаковой массы и одинакового радиуса, 
катятся без скольжения с одинаковой скоростью. Определите, 
во сколько раз отличаются их кинетические энергии. (Ответ: 
Т1/Т2=14/15) 
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Лабораторная работа №8 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ ТЕЛ 
ПРОСТОЙ ФОРМЫ И ПРОВЕРКА ТЕОРЕМЫ 

ГЮЙГЕНСА – ШТЕЙНЕРА МЕТОДОМ 
КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Цель работы: экспериментальная проверка теоремы 
Гюйгенса–Штейнера и определение моментов инерции тел 
простой формы. 

Идея эксперимента 
В эксперименте используется связь между периодом ко-

лебаний крутильного маятника и его моментом инерции. В 
качестве маятника выбрана круглая платформа, подвешенная 
в поле тяжести на трёх длинных нитях (трифилярный подвес). 
Платформа может совершать крутильные колебания вокруг 
вертикальной оси. На платформу помещаются тела различной 
формы, измеряются периоды колебаний маятника и опреде-
ляются значения моментов инерции этих тел. Теорема Гюй-
генса–Штейнера проверяется по соответствию между экспе-
риментальной и теоретической зависимостями моментов 
инерции грузов от их расстояния до центра платформы. 

Теория 
Основное уравнение вращательного движения твердого 

тела вокруг неподвижной оси имеет вид 

 
  

  
                                                   

где  — угловая скорость вращения, J — момент инерции те-
ла относительно оси вращения, M — момент внешних сил от-
носительно этой оси. 

Теорема Гюйгенса–Штейнера. Если момент инерции 
тела относительно некоторой оси вращения, проходящей че-
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рез центр масс, имеет значение   , то относительно любой 
другой оси, находящейся на расстоянии a от первой и парал-
лельной ей, он будет равен 

                                                

где m — масса тела. 
Для проверки теоремы Гюйгенса–Штейнера в данной ра-

боте исследуются крутильные колебания твёрдого тела на 
трифилярном подвесе. 

Трифилярный подвес представляет собой круглую плат-
форму радиуса R, подвешенную на трёх симметрично распо-
ложенных нитях одинаковой длины, укреплённых у её краёв 
(рис. 1). Наверху эти нити также симметрично прикреплены к 
диску несколько меньшего размера (радиуса r). Платформа 
может совершать крутильные колебания вокруг вертикальной 

оси OO, перпендикулярной к её плоскости и проходящей че-
рез её центр. Такое движение платформы приводит к измене-
нию положения её центра тяжести по высоте. 

 

Рис. 1. Устройство трифилярного подвеса 
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Если платформа массы m, вращаясь в одном направле-

нии, поднялась на высоту h, то приращение потенциальной 

энергии будет равно 

                                                  

где g – ускорение свободного падения. Вращаясь в другом 

направлении, платформа придёт в положение равновесия 

(h=0) с кинетической энергией, равной 

   
 

 
   

                                              

где J — момент инерции платформы,   — угловая скорость 
вращения платформы в момент прохождения ею положения 

равновесия. 

Пренебрегая работой сил трения, на основании закона 

сохранения механической энергии имеем 

    
 

 
   

                                             

Считая, что платформа совершает гармонические кру-

тильные  колебания, можно записать зависимость углового 

смещения платформы   от времени t в виде 

       (
  

 
 )                                      

где   — угловое смещение платформы,    — угол макси-
мального поворота платформы, т.е. амплитуда углового сме-

щения, T — период  колебаний. Для угловой скорости  , яв-

ляющейся первой производной по времени от величины уг-

лового смещения, можно записать 
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В моменты прохождения платформы через положение 
равновесия (t = 0, 0.5Т, ... ) величина      будет максимальна 
и равна по модулю 

   
    

 
                                               

Из выражений (5) и (8) следует, что 

    
 

 
  

    

 
                                      

Если l — длина нитей подвеса, R — расстояние от центра 
платформы до точек крепления нитей на ней, r — радиус 
верхнего диска (рис. 1), то легко видеть, что 

             
          

  

      
               

Так как 

                                         

а при максимальном отклонении платформы от положе-
ния равновесия 

     
               

                      

(12)   то 

  
            

        
 

         
 

        
                    

При малых углах отклонения    значение синуса этого 
угла можно  заменить просто значением   . Учитывая также, 
что при R << l  величину знаменателя можно положить рав-
ной 2l, получаем 
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При этом закон сохранения энергии (9) примет вид: 

  
    

 

  
 

 

 
  

    

 
                                  

откуда следует, что 

  
    

    
                                        

По формуле (16) можно экспериментально определить 

момент инерции пустой платформы или платформы с телом, 

положенным на неё, так как все величины в правой части 

формулы непосредственно измеряются. Следует помнить, что 

m — это суммарная масса платформы и исследуемого тела, 

положенного на неё. 

Соотношение (16) используется в лабораторной работе 

для определения моментов инерции тел простой формы и 

подтверждения справедливости теоремы Гюйгенса–

Штейнера. 

Экспериментальная установка 

Вид установки показан на рис. 1. Отношение радиуса 

платформы к длине нитей подвеса  составляет 
 

 
     , что  

соответствует приближениям, используемым при выводе 

формулы (16). 

Тела на платформу необходимо класть строго симмет-

рично, так, чтобы не было перекоса платформы. Для облегче-

ния определения положения грузов и более точной их уста-

новки на платформе нанесены концентрические окружности 

на определенном расстоянии друг от друга (5 мм). 

Вращательный импульс, необходимый для запуска кру-

тильных колебаний, сообщается платформе путём поворота 

верхнего диска вокруг его оси. Это достигается с помощью 

шнура, связанного с рычагом, закрепленным на верхнем дис-
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ке. При таком возбуждении колебаний почти полностью от-

сутствуют другие типы колебаний, наличие которых затруд-

няет измерения. При измерениях недопустимо пользоваться 

амплитудами колебаний, большими 10
о
. 

Система измерения времени включает в себя электорн-

ный таймер с фотодатчиком, укреплённым на подставке. При 

проведении измерений датчик устанавливается в удобное по-

ложение. Запуск таймера осуществляется нажатием кнопки 

«Пуск», остановка — кнопкой «Стоп». При подготовке к 

дальнейшим измерениям результаты предыдущих убираются 

с табло таймера нажатием кнопки «Сброс». 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Проверка теоремы Гюйгенса–Штейнера. 

Измерения. 

Для проверки теоремы Гюйгенса–Штейнера выбирают 

два одинаковых тела (в данной работе они имеют цилиндри-

ческую форму). Перед каждым измерением следует остано-

вить платформу. 

1. Произвести взвешивание грузов. 

2. Установить грузы в центре платформы, положив их 

один на другой. Создать крутильные колебания платформы. 

Измерить время    нескольких колебаний (n = 15–20). Данные 

занести в табл. 1. 

3. Занести в таблицу значения a
2
. 

4. Для каждого положения грузов найти значения момен-

та инерции платформы с грузами Ji по формуле (16). 

5. Полученные значения Ji нанести на график зависимо-

сти момента инерции системы тел, от квадрата расстояния 

центра масс каждого груза до оси вращения J(a
2
) (схематично 

эта зависимость представлена на рис. 4.2). 



83 

Как следует из теоремы Гюйгенса–Штейнера, этот гра-
фик должен быть прямой линией, с угловым коэффициентом 
численно равным 2mгр. 

 

Рис. 2. Схематическое представление зависимости J от a
2
 

6. С помощью метода наименьших квадратов (МНК) по-
строить зависимость J от a

2
, J=B+A a

2
.  Определить ошибки 

значений A и B по формулам МНК. Из зависимости J(a
2
) 

определить значение mгр=A/2.  Сравнить полученное значение 
с массами грузов mгр, найденными при взвешивании. Совпа-
дение этих величин (с учётом погрешностей вычислений) 
также указывает на выполнимость теоремы Гюйгенса–
Штейнера. 

Упражнение 2.  Определение момента инерции тела 
методом колебаний. 

Измерения 
1. Сообщают платформе вращательный импульс и изме-

ряют время tn некоторого числа (n = 1520) полных колеба-
ний, что даёт возможность достаточно точно определить ве-
личину периода колебаний пустой платформы Tпл. Такие из-
мерения проводят 3–5 раз. Полученные результаты заносят в 
табл. 2. Для того, чтобы облегчить оценку погрешностей экс-
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перимента, для каждой серии экспериментов значения n вы-
бирают одинаковыми. 

2. Платформу поочерёдно нагружают исследуемыми те-
лами таким образом, чтобы их центр масс совпадал с осью 
вращения платформы (совпадали отверстия в теле и на плат-
форме). Масса этих тел известна или может быть определена 
с помощью взвешивания. В качестве исследуемых тел выби-
рают пластины, имеющие форму квадрата и равностороннего 
треугольника. Измеряют время tn нескольких колебаний всей 
системы. Для каждого тела проводят измерения 3–5 раз. Ре-
зультаты измерений заносят в табл. 2. 

  Таблица 4.2 

Тело 
№ 

эксп. 
n tn <tn> Ϭt T ϬT J ϬJ 

1. Пустая плат-
форма 

1         

2   
3   

2. Платформа 
с квадратной пла-
стиной 

1         

2   
3   

3. Платформа с 
треугольной пла-
стиной 

1         

2   

     

 
Обработка результатов: 
1. По экспериментальным данным для каждого опыта 

найти значение величины периода крутильных колебаний 

   
 

   

 
 

2.Найти средние арифметические значения и среднеквад-
ратичные отклонения для периодов колебаний пустой плат-
формы (Tпл) и платформы с исследуемыми телами (T2 и T3). 
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3. По формуле (16) определить величины Jпл, J2, J3 и 
среднеквадратичные отклонения этих величин. 

4. Вычислить моменты инерции квадратной и треуголь-
ной пластин по формулам: 

             

                                                     

5. Провести сравнение экспериментально полученных 

значений Jкв и Jтр с рассчитанными теоретически (см. Прило-

жение) по формулам: 

    
 

 
                                               

для квадрата и 

    
 

  
                                             

для равностороннего треугольника, где m — масса пластины, 

а — ее сторона. 

Основные итоги работы. В результате выполнения ра-

боты должна быть проведена проверка выполнения теоремы 

Гюйгенса–Штейнера. Должно быть также проведено сравне-

ние экспериментально найденного значения момента инерции 

для тела заданной формы с соответствующим значением, рас-

считанным теоретически. 

 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение момента инерции? 

2. Дайте определение момента силы относительно непо-

движной оси? 

3. Дайте определение момента количества движения? 
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4. Сравните основные уравнения динамики поступатель-

ного и вращательного движения. 

5. Получите из формулы кинетической энергии поступа-

тельного движения, кинетическую энергию вращательного 

движения. 

6. Дайте определение теоремы Гюйгенса-Штейнера. 

7. Вывести расчётную формулу (связь между периодом 

колебаний крутильного маятника и его моментом инерции). 

Задачи 

1. Определите момент инерции однородного сплошного 
цилиндра массой m и радиусом R относительно его геометри-

ческой оси. (Т1.114.) (Ответ:   
 

 
   ). 

2. Найти момент инерции полого тонкостенного цилин-
дра радиусом R. 

3. Найти момент инерции тонкого стержня длиной L, у 
которого ось вращения перпендикулярна стержню и прохо-
дит через его середину. 

4. Найти момент инерции прямого тонкого стержня дли-
ной L, у которого ось вращения перпендикулярна стержню и 
проходит через его конец. 

5. Найти момент инерции шара радиусом R, у которого 
ось проходит через центр шара. 
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Лабораторная работа №9 

 

ИЗУЧЕНИЕ ДЕФОРМАЦИИ ИЗГИБА 

Цель работы: изучение деформаций растяжения и изги-
ба, определение модуля Юнга для нескольких материалов. 

Идея эксперимента 
Определяются величины растяжения стpуны и изгиба 

стеpжня под действием pазличных нагpузок. По данным экс-
перимента опpеделяется значение модуля Юнга. 

Теоретическое введение 
При взаимодействиях тел меняется не только положение 

их в пространстве, но также изменяется их форма, т.е. проис-
ходят различные деформации. Во многих случаях необходи-
мо знать законы, связывающие действующие силы с теми де-
формациями, которые они вызывают. В общем случае эти 
связи могут быть неоднозначными и зависеть от величины и 
характера приложенных сил и других причин. Однако в прак-
тически наиболее важных случаях, когда деформации явля-
ются малыми, а сами тела упругими, силы однозначно опре-
деляют деформации и наоборот. 

Среди многочисленного разнообразия возможных де-
формаций принято выделять однородное растяжение (сжа-
тие), сдвиг, кручение, изгиб. В любом случае произвольный 
малый объем тела подвергается либо растяжению (сжатию), 
либо сдвигу, либо одновременному растяжению (сжатию) и 
сдвигу. Эти два вида деформаций принято называть элемен-
тарными. Рассмотрим деформации растяжения (сжатия) и из-
гиба более подробно. 

Деформация растяжения (сжатия). Деформацией рас-
тяжения или сжатия называется деформация, связанная с от-
носительным удлинением или укорочением деформируемого 
участка. Проанализируем мысленно опыт с растяжением 
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упругого стержня (рис.1). Если материал стержня однороден, 
то все одинаковые кусочки стержня будут растянуты одина-
ково при воздействии на стержень некоторой однородной 
нагрузки. Такую деформацию можно охарактеризовать отно-
сительным удлинением  : 

  
  

 
                                                

где    — удлинение отрезка стержня, имевшего первоначаль-
ную длину l. 

 

Рис. 1. Схематическое представление деформации 

растяжения 

Для любого участка упругого стержня величина   одина-
кова и зависит от величины растягивающей силы F. Под воз-

действием этой силы в стержне возникают внутренние силы 

взаимодействия (усилия) между различными участками 

стержня. Из условий равновесия каждого отдельного участка 

следует, что сумма сил, действующих на него, равна нулю, то 

есть в любом поперечном сечении стержня возникают уси-

лия, равные F. Величину усилия, действующего на единицу 

площади поперечного сечения, называют напряжением и обо-

значают  . Напряжение, возникающее в произвольном сече-

нии растягиваемого стержня равно 

  
 

 
                                                   

где S — площадь поперечного сечения стержня. 
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Будем постепенно увеличивать растягивающую силу F. 

При небольших усилиях напряжение   и относительное 

удлинение    приблизительно пропорциональны друг другу. 

При больших значениях   связь становится нелинейной. По-

сле снятия нагрузки тело снова может возвратиться в прежнее 

состояние. Область малых деформаций и напряжений, при 

которых отсутствуют остаточные деформации и связь между 

  и    является однозначной, называется областью упругих 

деформаций, а максимальное для этой области значение    

называется пределом упругости. При дальнейшем увеличе-

нии напряжения деформации перестают быть упругими, в те-

ле возникают необратимые изменения. Еще большее увели-

чение напряжения приводит к неоднозначной связи между   

и  . Эта область называется областью текучести. 
Область деформации, при которых выполняется соотно-

шение, 

                                                      

называется областью пропорциональности, а соотношение 

(9.3) называется законом Гука для деформации растяжения-

сжатия. Постоянный коэффициент E имеет размерность H/м
2
 

или Н/мм
2
 и называется модулем Юнга. Максимальное зна-

чение   , при котором выполняется соотношение (9.3), назы-

вается пределом пропорциональности. Для стали предел про-

порциональности лежит близко к пределу упругости, но во-

обще они могут и не совпадать. 

Деформация изгиба. Если прямой упругий стержень 

неподвижно закрепить одним концом к твердой стенке, а к 

другому приложить силу F (рис. 2а), то стержень согнется. 

Легко понять, что при таком изгибе верхние слои стержня 

будут растягиваться, нижние — сжиматься, а некоторый 

средний слой, который называют нейтральным слоем, сохра-

нит длину и только претерпит искривление. 
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Перемещение  , которое получает свободный конец стерж-

ня, называется стрелой прогиба. Стрела прогиба тем больше, 

чем больше нагрузка, и, кроме того, зависит от формы стержня, 

его размеров и модуля упругости. Точный анализ деформаций и 

напряжений в упругом стержне довольно сложен. Приближен-

ные результаты можно получить, используя так называемую 

гипотезу Бернулли о том, что в каждом малом объеме стержня 

происходит только деформация сжатия или растяжения. 

Определим деформации стержня под действием момента 

силы, приложенной к его концу, M=FL. Выберем систему ко-

ординат x, y жестко связанную со стержнем (рис. 2б). Пред-

положим, что сечение стержня имеет симметричную форму 

(т.е. a(y) = a(–y) (см. рис. 2в). Смещение оси стержня в ре-

зультате действия силы F будем описывать функцией u(x). 

Для определенности будем считать деформации в стержне 

достаточно малыми, то есть стрела прогиба         . 
Мысленно вырежем из этого стержня кусочек малой длины 

dx (рис. 2б). При малых деформациях нормальное напряже-

ние в каждом слое выделенного участка пропорционально его 

удлинению или укорочению и будет линейно изменяться при 

удалении от нейтрального слоя, который в нашем случае рас-

положен по середине стержня (рис. 2г), 

       
 

  ⁄
                                         

где y — расстояние от данного слоя до нейтрального,       
— напряжение в самом удаленном слое, находящемся на рас-

стоянии b/2 от нейтрального, x— координата элемента 

стержня dx. 

На каждый слой толщины dx, удаленный от нейтрального 

слоя на расстояние y, действует усилие 
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 Причём результирующая всех нормальных усилий, дей-

ствующих на поперечное сечение стержня, в силу условия 

(4), равна нулю, а момент всех этих усилий должен равняться 

моменту силы F относительно сечения с координатой x, 

             (это соответствует выполнению условий 

равновесия для выделенного объема). 

 

Рис. 2. Деформация изгиба стержня, закрепленного 

одним концом 

Момент всех нормальных усилий относительно 

нейтрального слоя в произвольном сечении с координатой x 

находим, интегрируя по всему сечению: 

     ∫       

  ⁄

   ⁄

 
      

 
∫         

  ⁄

   ⁄
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Величина 

  ∫         

  ⁄

   ⁄

 

носит название «момента инерции поперечного сечения» 

балки. Такое название обусловлено тем, что при изучении 

вращательного движения плоского тела встречается точно та-

кая же формула для «настоящего» момента инерции (отлича-

ющаяся только на постоянный множитель). В частности, для 

стержня с прямоугольным сечением (рис.3а) 

   
 

  
                                                

 

а)        б)          в)         г) 

Рис.  3. Типичные сечения и геометрические размеры 

стержней и труб. 

Для круглого стержня (рис.3б) 

   
 

  
                                                  

Для трубы (рис. 3в) 
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Для трубы с прямоугольным сечением (рис. 3г) 

   
 

  
     

      
                                   

Определим линию прогиба u(x) стержня, закрепленного 
одним концом в стенке, под действием нагрузки F. При малой 
деформации стержня угол между направлением касательной 
к упругой линии в точке x равен (рис. 9.2д) 

  
  

  
                                                

а изменение направления касательной при переходе от точки 
x к точке x+dx равно 

   
 

  
(
  

  
)   

   

   
   

Из рис. 2г и рис. 2д видно, что относительное удлинение 
слоя, наиболее удаленного от нейтрального, равно: 

     
  

  
 
 

 
                                         

Используя закон Гука получаем для   : 

              
 

 
 
   

   
 

Учитывая найденную связь между М(х) и       (6), по-
лучаем 

            
 

 
   

 

 
 
   

   
   

Откуда получаем окончательно уравнение для определе-
ния зависимости u(x): 
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Интегрируя уравнение (13) от x=0 до      и учитывая, 

что 

(
  

  
)
   

   

получаем 

(
  

  
)
  

 ∫
   

   
  

  

 

 
 

   
(    

 

 
   )              

Интегрируя (14) еще раз от 0 до L, получаем, что стрела 

прогиба для стержня, закрепленного одним концом в стене, 

равна 

       
 

  
 
  

 
                                   

В случае, когда стержень обоими концами упирается на 

опорные призмы, а в середине на него действует сила F 

(рис.4), стрела прогиба найдется также из уравнения (15), но 

только вместо величины F нужно будет поставить F/2, а вме-

сто L — L/2. Действительно, в этом случае изгиба каждая из 

опор оказывает на стержень противодействие, равное F/2, то-

гда как средняя часть остается горизонтальной. 

 
Рис. 4. Деформация стержня, закрепленного с двух концов 

Таким образом, стержень, опирающийся обоими концами 

на опорные призмы, ведет себя точно так же, как если бы он 
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был закреплен посередине, а на каждый из обоих концов дей-

ствовала бы сила F/2. Следовательно, стрела прогиба будет рав-

на 

  
 

  
 
  

  
                                              

Из (16) получаем выражение для Е: 

  
    

      
                                           

Экспериментальная установка 

 

Рис. 5. Блок-схема экспериментальной установки 
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Рис. 6. Устройство измерителя перемещения 

Установка собрана (рис. 5) на двух металлических тру-

бах, по которым свободно передвигаются и закрепляются 

винтами следующие компоненты: передвижная стойка 1, 

предназначенная для крепления струны 9, стойка 2 в комби-

нации с рамкой (стременем) 2a — для крепления и изгиба ли-

нейки 10, стойка 3 с индикатором смещения 4 для измерения 

удлинения проволоки и стрелы прогиба, блок натяжения, из-

меняющий силу натяжения посредством поворота ручки 5. 

Сила натяжения измеряется динамометром 6, прикрепленным 

к блоку натяжения. Рамка 7 соединяет динамометр со стру-

ной или линейкой и служит упором для датчика индикатора 

смещения 8. Индикатор перемещений позволяет измерять пе-

ремещения жесткой рамки, связанной либо со струной, либо 

со стержнем. Индикатор (рис. 6) имеет металлический корпус 

1, в котором заключен механизм прибора. Через корпус ин-

дикатора проходит стержень 2 с выступающим наружу нако-

нечником, всегда находящимся под воздействием пружины. 

Если нажать на стержень снизу-вверх, он переместится в осе-

вом направлении и при этом повернет стрелку 3, которая пе-

редвинется по циферблату, имеющему шкалу в 100 делений, 

каждое из которых соответствует перемещению стержня на 

1/100 мм. При перемещении стержня на 1 мм стрелка 3 сдела-

ет по циферблату полный оборот. Для отсчета целых оборо-

тов служит стрелка 4. 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Изучение деформации растяжения 

и определение модуля Юнга 

1.С помощью микрометра определяют диаметр  струны.  

Измерения проводят не менее трех раз в различных сечениях 

струны. Данные заносят в табл. 1. Определяют с помощью 
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линейки длину струны. Данные заносят в табл. 1. Все измере-

ния проводят для трех струн из различных материалов. 
2. Закрепляют исследуемую струну в специальных креп-

лениях. Меняя положение креплений, добиваются того, что-
бы струна не провисала. 

3. Вращая ручку крепления динамометра, меняют натя-
жение струны, её удлинение определяют по индикатору. Из-
мерения проводят в диапазоне 1–20 Н с шагом 2Н. Данные 
заносят в табл. 2. 

4. Пункты 2–3 проводят для медной, стальной струн. 
Обработка результатов   1. Находят среднее значение 

диаметра каждой струны d и погрешность его определения. 
Данные заносят в табл. 1. 

 Таблица  1 

 N d d
    L 

Медь 1     
2  

3  
Сталь 1     

2  

3  
Алюминий 1     

2  
3  

 

2. Строят зависимость удлинения струны    от ее натя-
жения F. Убеждаются, что эта зависимость близка к линей-
ной. По экспериментальным данным с помощью метода 
наименьших квадратов (МНК) строят прямую      . 

3. Так как напряжение в струне   
 

 
, где   

   

 
 — 

площадь сечения струны, а относительное удлинение   
  

 
, 

то модуль Юнга можно найти по формуле 
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    ⁄
 

Определяют модуль Юнга, используя найденные значе-
ния А и d. 

4. Зная погpешности опpеделения А (из МНК), d и l, 
находят погpешность найденного значения модуля Юнга по 
известным фоpмулам для косвенных измеpений. 

5. Соответствующие вычисления (пп.2–4) проводят для 
различных струн. 

Таблица  2 

N Сила F(Н) 
Удлинение струны    

Медь Сталь Алюминий 

1     

2     
3     

 
Упражнение 2.   Изучение деформации изгиба стержней 

с прямоугольным сечением 
Измерения 
1. Опpеделяют с помощью штангенциpкуля попеpечные 

pазмеpы a и b трех стержней с прямоугольным сечением (см. 
pис. 3) из различных материалов. Измеpения пpоводят не ме-
нее 3-х pаз в различных сечениях, данные заносят в табл. 3. 

Таблица  3 

 N a 〈 〉    B 〈 〉    

Стержень 1 
1  

  
 

  2   

3   

Стержень 2 
1  

  
 

  2   

3   

Стержень 3 1       
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2   

3   

2. На исследуемый стержень надевается подвес стремени, 
котоpый кpепится к pамке 7 (рис. 5). Пpи этом концы стеpжня 
опиpаются на опоpные пpизмы. Поворотом шкалы индикато-
ра совмещают его стрелку с нулем шкалы. 

3. Вpащая pучку динамометpа 5 (рис.5), меняют силу, 
действующую со стоpоны стpемени на стеpжень. Силу меня-
ют в диапазоне 5–25 Н с шагом 5 Н. Показания индикатоpа 
заносят в табл. 4. 

4. Пункты 2, 3 повторяют для трех исследуемых стерж-
ней. 

Таблица  4 

N Сила F 
Прогиб стержня 

Стержень 1 Стержень 2 Стержень 3 
1     

2     

3     
……..     

Обработка результатов 
1. Находят средние значения размеров a и b для стержней 

с прямоугольным сечением и диаметры для стержня с круг-
лым сечением. Определяют средние квадратичные отклоне-
ния этих величин. 

2. Строят зависимость стрелы прогиба от величины 
внешней силы. Убеждаются, что эта зависимость близка к 
линейной. По экспериментальным данным с помощью МНК 
строят прямую      . 

3. Так как коэффициент пропорциональности между 
стрелой прогиба   и силой F в соответствии с соотношением 

(16) равен 
  

     
, то модуль Юнга находят по формуле 
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4. Находят погрешности определения поперечных разме-

ров стержня a и b так как это делается для прямо измеряемых 

величин. 

5. Зная погpешности опpеделения A (из МНК), a и b, 

находят погpешность найденного значения модуля Юнга по 

известным фоpмулам для косвенных измеpений. 

Таблица  5                              Стержень 4 (круглого сечения) 

N d d     J4 
4J

 
1      

2     

3     

Таблица  6                         Стержень 5 (круглая трубка) 

N    〈  〉    
    〈  〉    

        

1         

2   

3   

 

6. Соответствующие вычисления проводятся для стерж-

ней из различных материалов. Используя табличные данные 

(см. приложение), определить материалы исследуемых в ра-

боте стержней. 

Упражнение 3. Изучение деформации изгиба стержней, 

имеющих различные поперечные сечения 

Измерения 

1. Определяют поперечные размеры трех стержней: 

сплошного круглого (рис.9.3б), в виде круглой трубки 

(рис.9.3в) и в виде трубки, имеющей прямоугольное сечение 
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(рис.9.3г). Измерения проводят с помощью штангенциркуля 

не менее трех раз каждое. Данные заносят в табл. 9.5. 

2. Исследуемый стержень устанавливают на установке 

так же, как это делалось при выполнении 2-го упражнения. 

3. Вращая ручку динамометра 5 (рис. 9.5), меняют силу, 

действующую со стороны стремени на стержень. Силу меня-

ют в диапазоне 5–25 Н с шагом 5 Н. Показания индикатора 

заносят в табл. 9.4. 

4. Пункты 2,3 повторяют для трех исследуемых стержней. 

Обработка результатов 

1. Находят средние значения поперечных размеров ис-

следуемых стержней и погрешности их определения. Данные 

заносят в табл.9.5–9.7. 

2. По формулам (9.8), (9.9), (9.10) рассчитывают значения 

моментов инерции поперечных сечений трех исследуемых 

стержней J4Т, J5Т, J6Т и погрешности их определения (как кос-

венно измеряемых величин). Данные заносят в табл.9.5–9.7. 

3. Для каждого из трех стержней, используя МНК, строят 

зависимость стрелы прогиба   от силы, действующей на 

стержень     .  Находят значение А и ее погрешность. 
Стержень 6 (трубка прямоугольного сечения) 

4. Используя соотношение 

            

находят экспериментальное значение момента инерции по 

формуле 

             

Для модуля Юнга используют значения, найденные в 

упражнении 2. Находят погрешности определения Jэ. 
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5. Для каждого стержня сравнивают значения Jт и Jэ, 

нанося их и их доверительные интервалы на числовую ось 

так, как показано на рис. 7. 

Таблица 7 

N 1 2 3 

a1    

1a   

1aS
 

 

a2    

2a   

2aS
 

 

b1    

1b   

1bS
 

 

b2    

2b   

2bS
 

 

J6T  

TJS
6  

 

 

 

Рис. 7. Сравнение экспериментального и теоретического 

значений момента инерции стержня 
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6. Определяют нормированные значения Jэ для трех 

стержней: 

    
  
 

 

где S — площадь поперечного сечения стержня. Сравнивают 

Jэн для трех стержней между собой, выясняют, какой стер-

жень является более “прочным”. 

Основные итоги работы 
В результате выполнения работы должно быть показано, 

что закон Гука выполняется для деформации растяжения и 

для деформации изгиба. Должны быть получены значения 

модуля упругости для различных материалов и рассчитаны 

погрешности их определения, проведен анализ причин, при-

водящих к увеличению погрешности эксперимента. 

Контрольные вопросы 

1. Опишите простейшие виды деформаций. Какие из них 
являются элементарными? Почему? 

2. Каков физический смысл модуля Юнга? 
3. Что такое модуль сдвига? 
4. Коэффициент Пуассона. 
5. Вывести выражение для стрелы прогиба стержня. 
6. Объясните закон Гука. 
7. Чему равна потенциальная энергия при деформации? 

Задачи 
1. Стальная проволока некоторого радиуса выдерживает 

нагрузку до 300кг. На такой проволоке подвешен груз массой 
150 кг. На какой наибольший угол можно отклонить прово-
локу с грузом, чтобы она не разорвалась при прохождении 
грузом положения равновесия?  (Ответ: 60

0
) 

2. Найти коэффициент деформации и работу, которую 
надо совершить, чтобы сжать пружину на 20см, если извест-
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но, что сила пропорциональна деформации и под действием 
силы в 29,4Н пружина сжимается на 1 см. (Ответ: К=2940 
Н/м; 58,8 Дж) 

3. Найти наибольшую величину прогиба рессоры от гру-
за, положенного на ее середину, если статический прогиб 
рессоры от того же груза 2см. Каков будет наибольший 
начальный прогиб, если на середину рессоры падает тот же 
груз с высоты 1м без начальной скорости? (Ответ: если h=0, 
то x=2; х0=4см; если h=100 cм, то х=22,1см) 

Приложение.     Упругие свойства твердых тел 

Материал E, н/м
2 1010  Материал E, н/м

2 1010  

Алюминий 6,3–7,5 Магналий 7 

Бронза 10,6 Манганин 12,6 

Дерево 0,4–1,8 Медь 10–13 

Железо кованное 20–22 Нейзильбер 11 

Сталь 20–22 Никель 20–22 

Инвар 14 Олово 4–5,5 

Чугун серый 7,5–13 Платина 16–175 

Чугун белый 18 Свинец 1,5–1,7 

Золото 7–9,5 Серебро 7–8 

Кварц плавлен-

ный 

6 Стекло 5–8 

Константан 16,6 Тантал 19 

Латунь 8–10 Цинк 8–13 



105 

Лабораторная работа №10 

 

ИЗУЧЕНИЕ ДЕФОРМАЦИИ КРУЧЕНИЯ 

Цель работы: экспериментальное определение модуля 
кручения и модуля сдвига. 

Идея эксперимента 
В работе для определения модулей кручения и сдвига 

рассматривается деформация кручения тонкого длинного 
стержня под действием внешних сил. Определяются периоды 
малых колебаний маятника, в котором упругим элементом 
является стержень из исследуемого материала. 

Теория 
Деформация кручения не является элементарным видом 

деформации. В каждом малом объеме тела, подвергающегося 
деформации кручения, происходит деформация сдвига. Для 
простой геометрии испытываемого тела легко получить связь 
между модулем кручения и модулем сдвига. В частности, для 
тела в виде длинного тонкого стержня она имеет вид [1] 

  
      

  
                                         

где f — модуль кручения, G — модуль сдвига, R, L — радиус 

и длина стержня. 

Метод определения модуля сдвига G, используемый в 

данной работе, основан на зависимости периода крутильных 

колебаний маятника, подвешенного на стержне из исследуе-

мого материала, от его упругих свойств. Телом крутильного 

маятника служит горизонтальная штанга, закрепленная на 

упругом стержне, с надетыми на нее грузами (m). Изменяя 

расстояние от грузов до оси вращения, можно менять момент 

инерции, а вместе с этим и период колебаний маятника. Из 

зависимости периода колебаний маятника от его момента 
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инерции определяется модуль сдвига, а затем и модуль кру-

чения материала. 

Если колеблющееся тело совершает вращательное дви-

жение, то к нему может быть применено основное уравнение 

вращательного движения 

                                                  

где J — момент инерции маятника,    — угловое ускорение, 
M — момент внешних сил, в данном случае сил упругости. 

Для малых угловых отклонений маятника от положения 
равновесия выполняется закон Гука, и можно записать 

                                                 

где   — угол отклонения маятника от положения равновесия, 
f — модуль кручения. Появление знака "минус" в (3) связано с 
тем, что вращающий момент направлен всегда так, чтобы 
уменьшить угловое отклонение  . 

В этом случае основное уравнение вращательного дви-
жения примет вид 

 
   

   
                                             

Уравнение (4) сводится к уравнению колебаний 

   

   
   

                                             

где    √
 

 
 — циклическая частота. 

Учитывая связь между циклической частотой    и пери-
одом T: 

   
  

 
 

получаем для периода колебаний 
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    √
 

 
                                             

Модуль кручения f можно определить с помощью (6), ис-

ключив неизвестный момент инерции J. Для этого в работе 

определяются два периода колебаний маятника T1 и T2, соот-

ветствующих двум различным значениям момента инерции, 

отличающихся на известную величину. 

Исходя из (6) для двух моментов инерции маятника, имеем 

     √
  
 

         √
  
 

 

или 

   (
  

  
)
 

         (
  

  
)
 

                              

Момент инерции крутильного маятника можно предста-

вить, как момент инерции грузов 2ml
2
 плюс момент инерции 

штанги J0, то есть для двух различных расположений грузов 

       
               

                     

где l1, l2 — расстояния грузов от оси вращения для первого и 

второго случая. Для того, чтобы исключить неизвестное J0, 

вычитаем J1 из J2: 

           
    

   

Учитывая (10.7) получаем 

  (
  

    
 

   
)       

    
   

откуда 
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Используя связь между модулем кручения и модулем 

сдвига (10.1), получаем 

  
        

    
  

     
    

  
                                  

В формулы (9), (10) входят параметры, которые могут 

быть определены экспериментально. 

Экспериментальная установка 

Общий вид экспериментальной установки имеет следу-
ющий вид: к нижнему концу однородного стержня (проволо-
ки) из исследуемого материала, подвешенного на стойке при-
креплена металлическая штанга с грузами m. Верхний конец 
проволоки, зажимается винтом в специальной оправе, благо-
даря чему он неподвижен. Поворотом штанги с грузами во-
круг горизонтальной оси на небольшой угол возбуждают ко-
лебания в системе. Для определения периода колебаний ис-
пользуется электронный таймер с фотодатчиком. В комплект 
установки входит набор проволок из различных материалов 
разной длины и толщины. Для удобства их крепления каждая 
проволока имеет наконечники для крепления штанги и за-
крепления в оправе стойки. 

В процессе эксперимента могут быть определены модули 

кручения для различных стержней. 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение зависимости модуля 

кручения от длины проволоки 

В соответствии с соотношениями (6) для маятников, 

имеющих одинаковые моменты инерции, но разные модули 

кручения упругого подвеса будет выполняться соотношение 
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Учитывая (1) получаем 

  
  

  
 

  
   

  
  

 

  
                                        

Для подвесов, имеющих разную длину и одинаковый 

радиус 

  
 

  
 

  
 

  
                                                  

Таким образом, для того, чтобы проверить обратно про-

порциональную зависимость модуля кручения f от длины 

проволоки, достаточно убедиться в том, что зависимость    

от L является линейной (  =AL). 

Измерения 

1. Определить длины трех исследуемых стальных стержней и 

данные занести в табл.1. 

2. Установить в устройство крепления стальной стержень 

наименьшей длины. Грузы на горизонтальной штанге устано-

вить в крайних положениях. Определить время tn для n = 10–

15 колебаний системы. Данные занести в табл. 1. Повторить 

опыт 3–5 раз. 

3. Провести измерения времени tn для n = 10–15 колеба-

ний для остальных стальных стержней, имеющих тот же са-

мый диаметр, но другую длину. Данные занести в табл.1. 

Провести опыт 3–5 раз. 

Обработка результатов 

1. Определить периоды колебаний   
  

 
 системы с ис-

следуемыми подвесами, имеющими различную длину. 
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2. Вычислить средние значения 〈 〉, 〈  〉 и значения 
стандартных отклонений ST,     и занести эти значения в 
табл.1. 

3. На графике изобразить результаты совместных изме-

рений    
      с указанием стандартных отклонений {   

 }, 

построить зависимость      , визуально оценить степень 
соответствия экспериментальных результатов линейной зави-
симости. 

Таблица 1 

Номер 
опыта 

L,SL n tn T 〈 〉 ST 〈  〉 S
T 2  

         

         

         

         

         

         

         

         

         

 
Упражнение 2.     Определение зависимости модуля 

кручения от толщины стержня 
В соответствии с (11) для подвесов, сделанных из одина-

ковых материалов, имеющих различные радиусы, но одина-
ковые длины, выполняется соотношение 

     
       

                                            

Проверке этого соотношения и посвящено данное 
упражнение. 

Измерения 
1. Определить радиусы исследуемых алюминиевых 

стержней в нескольких сечениях, данные занести в табл. 2. 



111 

2. Установить в устройство крепления алюминиевый 

подвес наименьшей толщины. Грузы на горизонтальном 

стержне, как и при выполнении упр. 1, установить в крайних 

положениях. Определить время tn для n = 10–15 колебаний 

системы. Данные занести в табл. 2. 

3. Провести измерения времени tn для n = 10–15 колеба-

ний для остальных алюминиевых подвесов, имеющих ту же 

самую длину, но различные диаметры проволоки. Данные за-

нести в табл. 2. 

Обработка результатов 

1. Определить погрешности измерений радиусов стерж-

ней. Данные занести в табл. 2. 

2. Определить периоды колебаний   
  

 
 системы с ис-

следуемыми стержнями, имеющими различные диаметры. 

3. Вычислить для каждого подвеса значение        и 

погрешность определения этой величины. Совпадение полу-

ченных величин для разных подвесов в пределах погрешно-

стей измерений косвенно подтверждает соотношение (1). 

Таблица 2 

Номер 

опыта 
iR  〈 〉 RS  n tn T 〈 〉 ST 

 
      SB 
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Упражнение 3.  Определение модуля кручения и модуля 

сдвига для различных материалов 

Измерения 

Измерить и занести в табл. 3 радиусы и длины исследуе-

мых стержней. 

Установить в устройство крепления стальной стержень 

наибольшей длины. Грузы на стержне установить в крайних 

положениях так, чтобы они не мешали работе фотодатчика. 

Измерить расстояние l от грузов до оси, занести его в табл. 3. 

Не менее трех раз определить время tn для n = 10–15 колеба-

ний системы. Значения l и tn занести в табл. 3. 

Не менее трех раз провести измерения времени tn для n = 

10–15 колебаний, поместив грузы в наиболее близкое к оси 

положение. Данные занести в табл. 3. 

Провести аналогичные измерения для латунного, алюми-

ниевого и медного стержня. 

Обработка результатов 

1. Определить периоды колебаний   
  

 
 системы с ис-

следуемыми стержнями, сделанными из различных материа-

лов. Найти средние значения периодов 〈 〉 для каждого мате-

риала и фиксированных значений l. Найти погрешности 

определения этих величин. Данные занести в табл. 3. 

2. Используя соотношения (9) и (10) определить модули 

кручения и модули сдвига для каждого исследованного под-

веса. Оценить погрешности определения этих величин. Дан-

ные занести в табл. 3. Массу грузов определить по формуле 

     , где   — плотность материала,   — объем груза. 
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Таблица 3 

Материал l R L n tn T 〈 〉 ST f,Sf G,SG 

Сталь           

           

           

           

           

           

Медь           

           

           

           

           

           

Алюминий           

           

           

           

           

     
 

      

Латунь           

           

           

           

           

           

 

Основные итоги работы 

В процессе выполнения работы должна быть подтверждена 

зависимость (1) модуля кручения от длины и радиуса подвеса. 

Получены значения модулей кручения для различных подвесов 

и модули сдвига для стали, алюминия, меди и латуни. 
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Контрольные вопросы 

1. Объяснить модуль кручения и модуль сдвига. 

2. Запишите связь между модулем кручения и модулем 

сдвига для стержня длиной l и радиус R. 

3. Записать основное уравнения динамики вращательно-

го движения. 

4. Дайте объяснение моменту силы, моменту инерции и 

угловому ускорению. 

5. Как связаны период колебания, модуль кручения и 

момент инерции крутильного маятника? 

6. Вывести расчетную формулу для модуля сдвига в дан-

ной лабораторной работе. 

7. Выразить зависимость модуля кручения от длины 

стержня (проволоки). 

8. Запишите зависимости модуля кручения от толщины 

стержня. 

Задачи 

1. Медная проволока длиной 80см и сечением 8мм
2
 за-

креплена одним концом в подвесном устройстве, а к ее дру-

гому концу прикреплен груз массой 400г. Вытянутую прово-

локу с грузом, отклонив до высоты подвеса, отпускают. Счи-

тая проволоку невесомой, определить ее удлинение в нижней 

точке траектории движения груза. Модуль Юнга для меди 

Е=118ГПа. (Ответ: 0.998мм). 

2. Максимальный груз, который выдерживает алюминие-

вая проволока диаметром 2мм, равен 8 кг. Определите: 

а) предел упругости этой проволоки; 

б) относительное удлинение; 

в) относительное поперечное сжатие. 

Коэффициент Пуассона 0.34, модуль Юнга Е=69*10
9
 Па. 

(Ответ:                                     ) 
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Лабораторная работа №11 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СРЕДНЕЙ ДЛИНЫ 

СВОБОДНОГО ПРОБЕГА И ЭФФЕКТИВНОГО 

ДИАМЕТРА МОЛЕКУЛ ВОЗДУХА 

Приборы и принадлежности: установка, смонтирован-

ная на штативе, секундомер, стаканчик, весы, термометр, ба-

рометр. 

Теория метода и описание установки. 

Молекулярно-кинетическая теория позволила получить 

формулы, связывающие макроскопические параметры газа 

(давление, объем, температура) с его микроскопическими па-

раметрами (размеры и масса молекулы, ее скорость, средняя 

длина свободного пробега). Например, абсолютная темпера-

тура является мерой средней кинетической энергии поступа-

тельного движения молекул идеального газа (одноатомного) 

  ̅  
 

 
                                                 

где               

 
 – постоянная Больцмана, T-

абсолютная температура. 

Давление газа (p) пропорционально концентрации и 

средней кинетической энергии молекул: 

  
 

 
   ̅                                                 

где n-число молекул газа в единице объема. 

Принимая во внимание формулу (1), уравнение (2) пере-

пишем в виде 
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Средняя длина свободного пробега молекулы  ̅ – это рас-

стояние, которое молекула проходит между двумя последова-

тельными соударениями. 

Столкновение двух молекул характеризуется эффек-

тивным поперечным сечением соударения. Для молекул, 

диаметр         , эффективное газокинетическое сече-

ние   ̇ равно площади круга с радиусом d. Этот радиус 
называется эффективным диаметром молекулы. Эффектив-

ный диаметр молекулы – d, определяет то минимальное 

расстояние между центрами двух молекул, на котором по-

являются силы отталкивания, производящие действие, по-

добно удару. 

Зависимость между  ̅ и d: 

 ̅  
 

√     
 

 

√    

                                       

Пользуясь этими формулами, можно на основании изме-

ренных макропараметров газа найти его микроскопические 

параметры. Так, для нахождения средней длины свободного 

пробега молекул газа -  ̅, используют формулу, выражающую 
зависимость коэффициента внутреннего трения (вязкости) η 

от  ̅ и средней арифметической скорости  ̅ : 

       ̅ ̅                                              

где   – плотность газа. 
Молекулярно-кинетическая теория дает следующую 

формулу для вычисления   ̅ : 

 ̅  √
   

  
 √

   

  
                                          

где  - масса молекулы газа,   – молекулярный вес газа, R – 

универсальная газовая постоянная. 
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Из уравнения Менделеева-Клапейрона 

   
 

 
                                                  

находим плотность газа: 

  
 

 
 

  

  
                                               

Подставляя в формулу (5) значения из формул (6) и (7), 

получим: 

     
  

  
 ̅√

   

  
                                        

В данной работе используется зависимость коэффициен-

та вязкости η от параметров трубки l (рис. 1), через которую 

проходит газ, и разности давлений   , возникающей на кон-

цах этой трубки. Эта зависимость выражает формулу Пуазей-

ля: 

  
   

   
                                           

где    – объем газа, в данном случае воздуха, проходяще-

го через трубку длины l и радиуса  , за время  ,    – разность 

давлений на концах этой трубки. 

  Из формул (9) и (10), средняя длина свободного пробега 

молекул воздуха равна: 

 ̅  
     √        

      √    
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Измерения и обработка результатов. 

 

Рис. 1. 

1. Наполняют баллон А на три четверти водой и отмеча-

ют уровень воды   . 
2. Открывают кран В и дождавшись, когда вода начнет 

вытекать из баллона каплями, подставляют предварительно 

взвешенный стаканчик и включают секундомер. 

3. Когда в стаканчике будет приблизительно 50-80     

воды, закрывают В и одновременно останавливают секундо-

мер. 

4. Отмечают новый уровень   . 
5. Взвешивают стаканчик с водой. 

Масса вытекшей из баллона воды          

где     – масса стаканчика с водой,    – масса пустого 
стаканчика. 

6. По массе воды в стаканчике определяют объем воды 
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Объем вытекшей из баллона воды в стаканчике будет од-

новременно объемом воздуха    Разность давлений вычисля-

ют по формуле 

      
     

 
 

где      – плотность воды при температуре опыта,         – 
уровни воды в баллоне. 

Формулу (11) лучше записать в виде: 

 ̅        
    

 
 

где 

      
     √   

      √  
 

(для данного опыта     
  

     
               

  ). 

7. Повторить опыт 3 раза. 

8. По формуле (4) подсчитывают эффективный диаметр 

молекулы воздуха, предварительно заменяя в формуле n вы-

ражением 

    

   

   
 

После замены, окончательная формула для эффективного 

диаметра молекулы 

  √
   

√             ̅
  √

 

  ̅
                   

В этой формуле                   

                  

  ,    – давление и температура  при нормальных усло-

виях          (                         , P и T – давление 
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и температура, при которых протекает опыт, берут из показа-

ний термометра и барометра, находящихся в лаборатории 

           , при вычислении давления надо иметь ввиду, 

что 1мм. рт. ст.=1,333 Па. Результаты измерений (и вычисле-

ний) заносят в таблицу. 

 

№                           ̅  ̅     

1              

2              

3              

Контрольные вопросы: 

1. Как связано число молекул газа в единице объема с 

давлением и температурой? Выведите формулу. 

2. Как выражается число соударений молекулы за едини-
цу времени? 

3. Как выражается длина свободного пробега молекул? 
(Вывод) 

4. Какие явления называются явлениями переноса? Ка-

кие величины при этом переносятся? 

5. Как выражаются опытные законы явлений переноса? 
Каковы смыслы и размерности коэффициентов пропорцио-

нальности (переноса) (при диффузии, вязкости и теплопро-

водности). 

6. Как от внешних параметров зависят коэффициенты 
пропорциональности? 
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Лабораторная работа №12 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОШЕНИЯ УДЕЛЬНИЫХ 

ТЕПЛОЕМКОСТЕЙ ГАЗА МЕТОДОМ 

АДИАБАТИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ 

Принадлежности: Стеклянный закрытый баллон, 

U-образный водяной манометр, электронасос. 

Теория метода и описание установки. 

В настоящей работе определяется отношение теплоёмко-

сти при постоянном объёме (СV) к теплоёмкости при адиаба-

тических процессах и при процессах, близких к ним. 

Теплоёмкостью вещества называется, количество тепло-

ты необходимое для повышения температуры тела на 1
о
С. 

Процесс, протекающий без теплообмена с окружающей 

средой, называется адиабатическим, т.е. 

                                                        

Для адиабатического процесса первый закон термодина-
мики имеет вид: 

                                                     

т.е. внешняя работа совершается за счёт внутренней энергии 

системы. Если система расширяется, то ее температура по-

нижается, так как уменьшается ее внутренняя энергия. 

Под внутренней энергией U в настоящей работе будем 

понимать энергию теплового движения частиц, образую-

щих систему и их потенциальную энергию взаимного по-

ложения. 

Для адиабатического процесса имеет место уравнение 

Пуассона 
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Показатель степени при объеме в уравнении (3) завися-

щий от структуры молекул газа    , так как из уравнения Р. 

Майера 

                                                  

видно, что       

   
   

 
               

 

 
                           

где i-число степеней свободы, показывающее количество 

независимых величин, с помощью которых может быть зада-

но положение атома или системы. 

  - универсальная газовая постоянная, численно равная 

работе изобарического расширения одного килограмм-моля 

газа, при нагревании его на 1
о
С. 

Экспериментальная установка состоит из стеклянного 

баллона А, соединенного с манометром В и с насосом Т. По-

средством крана С баллон А может быть соединен с атмосфе-

рой. При помощи насоса в баллон накачаем некоторое коли-

чество воздуха и давление внутри баллона повысится. Вслед-

ствие теплообмена воздуха с окружающей средой через неко-

торое время температура воздуха, находящегося в баллоне, 

сравняется с температурой внешней среды Т2. 

Давление, установившееся в баллоне, 

                                                        

где p – атмосферное давление. 

   - добавочное давление, измеряемое разностью уровней 
жидкости в манометре. 

Теперь 1-состояние воздуха внутри баллона, характери-

зуется параметрами (        ). 

Если открыть на короткое время кран С, то воздух в бал-

лоне будет расширяться, что соответствует адиабатическому 
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процессу. Давление в сосуде установится равным атмосфер-

ному р, температура газа понизится до Т2, а объем равен V2. 

Следовательно, в конце адиабатического процесса, парамет-

ры II – состояния воздуха будут (       ). К двум состояниям 

газа (        ) и (       ) применяя уравнение Пуассона по-
лучим: 

        
     

 
 

отсюда 

(
  

  
)
 

 
 

    
                                         

Охладившийся при расширении воздух в баллоне через 
некоторое время вследствие теплообмена нагревается до тем-

пературы внешней среды Т1: давление возрастает до некото-

рой величины 

                                                  

где   - новая разность уровней в манометре; объем воздуха 
не изменится, т.е. III- состояние воздуха, характеризуется па-

раметрами (        ). 

Так как в I и III – состояниях газ имеет одну и ту же тем-
пературу (процесс изотермический), то применяем закон 

Бойля-Мариотта (        ). 

                  

отсюда 

  

  
 

    

    
                                          

Возведем обе части уравнения (9) в степнь   
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(
  

  
)
 

 (
    

    
)
 

                                 

и пользуясь выражениями (7) и (10) получим: 

 

    
 (

    

    
)
 

                                   

Логарифмируя уравнение (11) и решая относительно   

  
            

                  
                           

Так как давления         и        мало отличаются 

друг от друга, то разности логарифмов можно принять про-

порциональными разностям самих давлений и приблизитель-

но положить 

  
        

             
 

или 

  
  

     
                                              

Метод измерения и обработка результатов. 

В настоящей работе определяется   для воздуха (   ). 
1. Убедившись в том, что кран С закрыт, с помощью насо-

са Т закачивают воздух в баллон А до тех пор, пока разность 

уровней жидкости в манометре не достигнет (100-150) мм. 

2. Когда давление в баллоне полностью установится, 

прекращаются колебания уровней жидкости в коленах мано-

метра, произведите отсчет разности уровней жидкости по 

шкале в манометре   . 

3. Быстро откройте кран С и тотчас же (как только уров-

ни жидкости в манометре сравняются) закройте кран. Когда 
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давление установится, производите второй отсчет разности 

уровней в манометре   . 

4. Опыт повторите 5 раз, меняя каждый раз величину   . 

5. Подставляя в формулу (13) значения    и   , взятые из 

каждого отдельного опыта, вычислите           и т. д. 
6. Все полученные опытом (и вычислением) результаты 

измерений занести в таблицу. 

 

№                   |  |      
    

   
 

1     

 

 

 

 

2       

3       

4       

5       

 

 

Контрольные вопросы: 

1. Что такое внутренняя энергия идеального газа? Каки-

ми параметрами она определяется? 

2. Что такое количество теплоты? 

3. Работа газа при изменении его объёма (работа газа в 

термодинамике). 

4. Первый закон термодинамики. 

5. Что такое теплоёмкость газа? 

6. Удельная и молярная теплоёмкости и их связь. 

7. Теплоёмкость при постоянном объёме    и теплоём-

кость при постоянном давлении   . 

8. Какая из теплоёмкостей больше    или    и почему? 

9. Выведите уравнение Роберта Майера. 

10. Чему равна работа при изобарном процессе? 
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11. Объясните физический смысл универсальной газовой 

постоянной и постоянной Больцмана. 

12. Какой процесс называется адиабатическим? 

13. Выведите уравнение Пуассона. 

14. Как и почему меняется температура газа в баллоне 

при проведении опыта? 

15. Что такое число степеней свободы? 

16. Как число   связано с  ? 

17. Изобразите на (pV) – диаграмме последовательно все 

процессы, происходящие с газом (по оси абсцисс удобнее от-

кладывать удельный объем). 

18. Применение первого закона термодинамики к изо-

процессам. 

19. Второе начало термодинамики. 

20. Третий закон термодинамики (энтропия). 
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Лабораторная работа №13 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ 

ПЛАВЛЕНИЯ ОЛОВА 

1.1 Цель работы. 

В настоящей работе с помощью автоматизированной 

установки определяется температура плавления олова. 

1.2 Теоретическая часть. 

Рассмотрим процесс охлаждения тела с постоянной теп-

лоемкостью за счет теплообмена с внешней средой, имеющей 

постоянную температуру Т0. Количество тепла, отдаваемого 

за время    будет пропорционально разности температур, 

умноженной на это время с некоторым коэффициентом k: 

                                                    

где Т – температура тела. Изменение температуры тела 

связано с отдаваемым количеством тепла при помощи 

теплоемкости С: 

                                                      

где знак минус свидетельствует об отдаче тепла. Откуда по-

лучим: 

    
 

 
                                                

Переходя к бесконечно малому времени, получаем диф-

ференциальное уравнение первого порядка: 

  

  
  

 

 
                                                

Решением этого уравнения является: 
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 где А – произвольный коэффициент, определяемый, напри-

мер, из начальной температуры. 

Допустим, что в начальный момент времени t=0 темпера-

тура была равна ТВ, тогда, очевидно, 

                                                   

Таким образом, температура будет зависить от времени: 

             
 
 
       (   

 
 
 )             

то есть, если вычесть из температуры Т температуру окружа-

ющей среды Т0, то разность должна иметь экспоненциальную 

зависимость от времени. 

1.3. Описание экспериментальной установки. 

Экспериментальная установка состоит из нагревателя, 

контейнера с оловом и термопарой, подставки для контейнера 

и самописца, подключаемого к персональной ЭВМ при по-

мощи кабеля USB. Питание самописца осуществляется от +5 

Вольт, подаваемых с контакта питания разъема USB. (Сигна-

лы на шине USB могут иметь значения 0 или +3,3 Вольта). 

Нагреватель используется для нагревания контейнера с 

оловом, а подставка – для охлаждения. 

1.4. Выполнение работы. 

Перед выполнением работы убедитесь, что самописец 

подключен к компьютеру, а термопара подключена к одному 

из входов самописца. 

Поставьте контейнер с оловом в нагреватель. (Держите 

контейнер за специально предусмотренную ручку, так как он 

может быть горячим.) 

Запустите на компьютере программу для обслуживания 

самописца. Ответьте на вопросы, предлагаемые программой, 
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и приступайте к измерениям. Для начала измерений нажмите 

кнопку с изображением зеленого треугольника (начало изме-

рения). 

Включите нагреватель. По изображению на экране мони-

тора следите за изменением температуры. Температура будет 

расти до того момента, как олово в контейнере начнёт пла-

виться. Затем на некоторое время температура «стабилизиру-

ется». Это свидетельствует о плавлении олова. После полного 

расплавления всего олова температура продолжит расти. 

При нагреве 50…100 градусов выше температуры плав-

ления выключите нагреватель и переставьте контейнер на 

подставку. Затем на экране монитора можно будет наблюдать 

процесс охлаждения. 

Сначала температура будет снижаться. Затем её темпера-

тура стабилизируется, что будет свидетельствовать о кри-

сталлизации олова. После кристаллизации всего олова темпе-

ратура продолжит снижаться. 

После получения нужного количества результатов 

нажмите на кнопку с изображением красного квадрата (пре-

кращение измерений). 

1.5. Обработка результатов. 

Для обработки графика необходимо получить значения 

температуры в нужный момент времени. Для этого нужно 

подвести курсор мыши к интересующей точке, после чего в 

соседнем окне отобразится время и температура. 

Все измерения необходимо производить на той части 

графика, которая соответствует положению контейнера на 

подставке, так как при положении на нагревателе тепло, 

получаемое контейнером зависит от многих факторов. 

Температуру нагревателя нельзя считать постоянной. А 

мощность нагревателя зависит от его температуры. Кроме 

того, термопара может быть подвержена всевозможным 

наводкам от сети. 
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Найдите температуру фазового перехода и запишите ее в 

рабочей тетради. 

Для двух ветвей охлаждения (в жидком и твердом состо-

яниях) возьмите несколько точек (10-15) и запишите значения 

времени и температуры в тетрадь. Вычтите комнатную тем-

пературу. Прологарифмируйте значение этой разности. По-

стройте график зависимости этого логарифма от времени. 

Посмотрите, получилась ли прямая. (Логарифм будет опреде-

лен с точностью до константы, зависящей от выбора единиц 

измерения) 

 

Контрольные вопросы: 

1. Что такое переохлаждённая жидкость? Как она прояв-

ляется на графике зависимости температуры от времени? Где 

применяется переохлаждённая жидкость? 

2. Как зависит температура системы при охлаждении за 

счет теплообмена с окружающей средой с постоянной темпе-

ратурой, если ее теплоемкость является постоянной? 

3. Что такое перегретое твёрдое тело? Где применяется 

перегретое твёрдое тело? 

4. Как определить на графике количество кристаллизо-

вавшегося вещества? 

Задачи: 

1. Для определения удельной теплоты плавления олова в 

калориметр, содержащий 330г воды при 7
о
С, влили 350г 

расплавленного олова при температуре затвердевания, после 

чего в калориметре, теплоемкость которого 100 Дж/К, 

установилась температура 32
о
С. Определить значение 

удельной теплоты плавления олова по данным опыта.  

(Ответ:60 кДж/кг) 

2. Сколько стали, взятой при 20
о
С, можно расплавить в 

печи с КПД=50%, сжигая 2т каменного угля? (Ответ:40т) 
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3. Длина алюминиевой линейки при 0
о
С равна 79,5см, а 

длина стальной линейки 80см. При какой температуре их 

длины станут одинаковыми?  (Ответ:370
о
С) 

4. Платиновая проволока длиной 1,5 м находится при 

температуре 0
о
С. При пропускании электрического тока она 

раскалилась и удлинилась на 15мм. До какой температуры 

была нагрета проволока?  (Ответ: 1100
о
С) 
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Лабораторная работа №14 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ВЯЗКОСТИ 

ЖИДКОСТИ МЕТОДОМ СТОКСА 

Приборы и принадлежности: установка Стокса, сталь-

ные шарики, масштабная линейка, электросекундомер. 

Теория метода и описание установки. 

При падении твёрдого металлического шарика в вязкой 

среде, например, в масле или глицерине, на него действуют 

три силы: сила тяжести, подъемная сила или сила Архимеда, 

и сила сопротивления движению. Сила сопротивления, воз-

никающая при движении тела в вязкой среде, обусловлена 

силами внутреннего трения. При движении шарика слой 

жидкости, непосредственно граничащий с его поверхностью, 

увлекается шариком и движется со скоростью шарика. Бли-

жайшее слои также приходят в движение, но их скорости тем 

меньше, чем дальше они находятся от шарика. 

Таким образом, при движении слоёв жидкости относи-

тельно друг друга возникает сила внутреннего трения (вязко-

сти). Природа сил внутреннего трения такова: слои жидкости, 

движущиеся с разными скоростями, обмениваются между со-

бой молекулами. Молекулы жидкости из более быстрого слоя 

передают молекулам медленного слоя некоторое количество 

движения, в результате чего последний начинает двигаться 

быстрее. Молекулы из более медленного слоя получают от 

молекул в быстром слое некоторое количество движения, что 

приводит к замедлению быстрых слоев. 
В качестве примера рассмотрим жидкость, движущуюся 

в направлении оси Х (рис. 1). Будем считать, что различные 
слои жидкости движутся с разными скоростями. Рассмотрим 
два смежных слоя жидкости, находящиеся друг от друга на 
расстоянии dz (рис. 1). Один из слоев жидкости имеет ско-
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рость  , другой – (     ), т.е. скорость движения отличает-

ся в этих слоях на величину   . Отношение 
  

  
 показывает 

быстроту изменения скорости слоев жидкости в направлении 
оси Z и называется градиентом скорости. 

Величина силы внутреннего трения (вязкости), действу-
ющая между двумя слоями, пропорциональна площади их 

соприкосновения    и градиенту скорости 
  

  
. 

      
  

  
                                             

 где   называется коэффициентом внутреннего трения 
или коэффициентом динамической вязкости. По формуле (1) 
можно раскрыть физический смысл коэффициента динамиче-
ской вязкости  . Для этого случая в (1) надо положить      

и 
  

  
   тогда будем иметь: 

      

Коэффициент динамической вязкости численно равен 
силе внутреннего трения, действующей на единицу площади 
соприкосновения двух смежных слоев движущихся относи-
тельно друг друга с градиентом скорости, равным единице. 

В системе СИ размерность коэффициента вязкости такая: 

               

В системе СГС размерность   следующая: 

               

В системе СГС единица коэффициента вязкости называ-
ется пуазом. 

В этой работе для определения коэффициента вязкости 
применяется метод Стокса. 

Когда происходит движение шарика в вязкой среде, то со 
стороны среды на него действует сила сопротивления или си-
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ла внутреннего трения, тормозящая его движение. Рассмот-
рим цилиндрический вертикальный сосуд с маслом, в кото-
ром падает шарик (рис. 2), при условии, что стенки сосуда 
находятся далеко от движущегося шарика, эта сила по закону 
Стокса равна: 

                                                     

где r - радиус шарика,   - его скорость. 
Как известно, при падении шарика в вязкой среде, на не-

го действуют ещё сила тяжести 

                                                   

 и выталкивающая сила или сила Архимеда 

                                                    

где m – масса шарика, V- его объем,    плотность мате-
риала шарика,    - плотность жидкости, g – ускорение сво-
бодного падения. 

Уравнение движения шарика в вязкой среде согласно 
второму закону Ньютона будет такое: 

   (         )                              

Заменим в уравнении (5)           их значениями со-

гласно формулам (2), (3), (4) 

                                          

Через некоторое время, движение шарика в жидкости 
становится равномерным        ,  т.е.      

Уравнение (6) примет следующий вид: 

                                                 

Скорость шарика при равномерном движении   можно 
определить зная расстояние   между верхней (начала равно-
мерного движение шарика) и какой-либо нижней метками на 
сосуде и время t, которое шарик проходит это расстояние: 
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Скорость шарика   в формуле (7) заменим значением 

из (8), получаем для коэффициента вязкости   следующее 
выражение: 

  
         

    
                                  

Так как объем шарика равен   
 

 
   , что   примет та-

кой вид: 

  
 

 

          

 
                            

Формула (10) позволяет определить вязкость жидкости. 

Порядок выполнения работы. 

Для экспериментального определения коэффициента вяз-

кости пользуемся формулой (10). 

1. Измеряют микрометром диаметр шарика и записыва-

ют в таблицу радиус шарика. 

2. Опускают шарик в сосуд с маслом или глицерином. 

При этом надо смотреть так, чтобы верхняя метка и глаз 

наблюдателя сливались в прямую, перпендикулярную стенки 

сосуда. В момент прохождения шариков верхней метки пус-

кают в ход электросекундомер.  В момент прохождения шари-

ков какой-либо нижней метки электросекундомер останавли-

вают. Записывают в таблицу показания электросекундомера. 

3. Масштабной линейкой измеряют расстояние    между 
метками. 

4. Опыт следует проводить три раза при различных    и  , 
для двух жидкостей: подсолнечного масла и глицерина. 

5. Затем, пользуясь формулой (10) вычислить коэффици-

ент вязкости для каждой жидкости. 
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Таблица №1 

Глицерин 

№ r (см)   (см) t (с) tср 
  

(          ) 

    

 

|  | 
 

     

 

    

   
 

1   t1=       

t2= 

t3= 

2   t1=    

t2= 

t3= 

3   t1=    

t2= 

t3= 

 

Таблица №2 

Подсолнечное масло 

№ r (см)   (см) t (с) tср 
  

(          ) 

    

 

|  | 
 

     

 

    

   
 

1   t1=       

t2= 

t3= 

2   t1=    

t2= 

t3= 

3   t1=    

t2= 

t3= 
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Контрольные вопросы: 

1. Давление. 

2. Давление в жидкостях и газах. 

3. Атмосферное давление. 

4. Гидростатическое давление. Закон Паскаля. 

5. Гидростатический парадокс. 

6. Гидравлический пресс. 

7. Закон Архимеда (Сила Архимеда). 

8. Гидродинамическое давление. 

9. Уравнение Бернулли. 

10. Уравнение неразрывности. 

11. Вязкость (внутреннее трение). Единица вязкости. 

12. Ламинарное и турбулентное течение жидкостей. 

13. Методы определения вязкости. Метод Стокса. Вывод 

расчетной формулы. 

14. Что такое вязкость? В каких единицах измеряется ко-

эффициент вязкости? 
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15. Какие силы действуют на шарик, падающий в 

жидкости? 

16. Почему, начиная с некоторого момента времени, ша-

рик движется равномерно? 

17. Как изменяется скорость движения шарика с увели-

чением его диаметра? 

Задачи: 

1. В капиллярной трубке радиусом 0.5мм жидкость под-

нялась на 11мм. Найти плотность данной жидкости, если ее 

коэффициент поверхностного натяжения 0,022Н/м. 

2. Найти массу воды, поднявшейся по капиллярной 

трубке диаметром 0.5мм. 

3. Какой наибольшей скорости может достичь дождевая 

капля диаметром 0,3мм, если динамическая вязкость воздуха 

равна                  ⁄  

4. Стальной шарик диаметром 1мм падает с постоянной 

скоростью 0,185 см/сек в большом сосуде, наполненном ка-

сторовым маслом. Найти динамическую вязкость касторового 

масла. 

5. Свинцовые дробинки диаметром 3мм и 1мм опустили 

в бак с глицерином глубиной 1м. на сколько позже упадут на 

дно дробинки меньшего диаметра по сравнению с дробинка-

ми большего диаметра? Динамическая вязкость при темпера-

туре опыта                   ⁄  

6.  В воде с глубины 5м поднимают до поверхности ка-

мень объемом 0,6м
3
. Плотность камня 2500 кг/м3. Найти ра-

боту по подъему камня. 
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Лабораторная работа №15 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСКОРЕНИЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

(СВОБОДНОГО ПАДЕНИЯ ТЕЛ) 

ПРИ ПОМОЩИ МАЯТНИКОВ 

Приборы и принадлежности: маятник, линейка и се-

кундомер. 

Пружинный маятник. 
Гармоническим осциллятором называется система, со-

вершающая колебания, описываемы уравнением вида: 

 ̈    
                                              

Колебания гармонического осциллятора являются важ-

ным примером периодического движения и служат точной 

или приближенной моделью во многих задачах классической 

и квантовой физики. Примерами гармонического осциллятора 

являются пружинный, физический и математический маятни-

ки, колебательный контур (для токов и напряжений столь ма-

лых, что элементы контура можно было бы считать линей-

ными). 

Пружинный маятник -  это груз массой m, подвешен-

ный на абсолютно упругой пружине и совершающий гармо-

нические колебания под действием упругой силы F=-kx, где k 

– жесткость пружины. Уравнение движения маятника в от-

сутствие сил трения 

  ̈               ̈  
 

 
                             

Циклическая частота пружинного маятника: 

   √
 

 
                  и период         √
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Формула (4) справедлива для упругих колебаний в пре-

делах, в которых выполняется закон Гука т.е. когда масса 

пружины мала по сравнению с массой тела. 

Потенциальная энергия пружинного маятника: 

  
   

 
                                                  

Физический маятник – это твердое тело, совершающее 

под действием силы тяжести колебания вокруг неподвижной 

горизонтальной оси, проходящей через точку O, не совпада-

ющую с центром масс С тела (рис) 

 
Если маятник отклонен из положения равновесия на не-

который угол  , то в соответствии с уравнением динамики 

вращательного движения твердого тела в отсутствие сил тре-

ния вращающий момент М можно записать в виде: 

                                             

где J – момент инерции маятника относительно оси, прохо-

дящей через точку подвеса O; l- расстояние между ней и цен-

тром масс маятника. 
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Вращающий момент стремится вернуть маятник в поло-

жение равновесия и в этом отношении аналогичен упругой 

силе. Поэтому так же, как смещению и упругой силе, момен-

ту М и угловому смещению   приписывают противополож-

ные знаки. При малых колебаниях маятника (малых отклоне-

ниях маятника из положения равновесия)       . Тогда 
уравнение (6) можно записать в виде 

  ̈                  ̈  
   

 
    

Принимая 

   √
   

 
                                               

получим уравнение 

 ̈    
     

известно, что: 

                            

Из выражения (8) следует, что при малых колебаниях 

физический маятник совершает гармонические колебания с 

циклической частотой    [см.(14)] и периодом 

  
  

  
   √

 

   
   √

 

 
                         

 где   
 

  
 -  приведенная длина физического маятника. 

Точка О
/
 на продолжении прямой ОС, отстоящая от точ-

ки О подвеса маятника на расстоянии приведенной длины L, 

называется центром качаний физического маятника (см. рис). 

Применяя теорему Штейнера получим 
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т.е. ОО
/
 всегда больше ОС. Точка подвеса О маятника и центр 

качаний О
/
 обладают свойством взаимозаменяемости: если 

точку подвеса перенести в центр качаний, то прежняя точка О 

подвеса станет новым центром качаний, и период колебаний 

физического маятника не изменится. 

Математический маятник – это идеализированная си-

стема, состоящая из материальной точки массой m, подве-

шенной на нерастяжимой невесомой нити, длина которой во 

много раз больше размеров тел, и колеблющаяся под дей-

ствием силы тяжести. 

Хорошим приближением математического маятника яв-

ляется небольшой тяжелый шарик, подвешенный на тонкой 

длинной нити. 

Момент инерции математического маятника 

                                                     

 где l - длина маятника. 

Так как математический маятник можно представить, как 

частный случай физического маятника, предположив, что вся 

его масса сосредоточена в одной точке – центре масс, то, под-

ставив выражение (10) в формулу (9), получим выражение 

для периода малых колебаний математического маятника 

    √
 

 
                                             

Сравнивая формулу (9) и (11) видим, что если приведен-

ная длина L физического маятника равна длине l математиче-

ского маятника, то периоды колебаний этих маятников оди-

наковы. Следовательно, приведенная длина физического ма-
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ятника – это длина такого математического маятника, период 

колебаний которого совпадает с периодом колебаний данного 

физического маятника. 

Теория метода и описание установки. 

Для опытного определения ускорения силы тяжести 

обычно применяют метод маятника. Этот метод основан на 

зависимости периода колебания маятника Т от его длины L. 

Применим в основу теории данной работы математиче-

ский маятник.  

Отклоним маятник относительно равновесного положе-

ния на угол   (рис. 1), и затем опустим его, мы заметим, что 

маятник начнет колебаться в вертикальной плоскости под 

действием силы притяжения, численно равной силе тяжести 

маятника. 

Разложим силу притяжения mg на две составляющие   
  и 

  
   (рис.2). Сила   

  , возвращающая математический маятник 

в положении равновесия численно равна 

  
                

 

 
                           

Вторая составляющая   
   уравновешивается реакцией 

нити    . Из формулы (1)  видно, что сила   
  пропорцио-

нальна не углу  , определяющему смещение Х маятника, а 

синусу этого угла. Поэтому, силу   
  не следует считать 

квазиупругой. Однако при малых углах отклонения      

можно заменить углом  , а дугу по которой маятник со-

вершает колебательное движение можно считать отрезком 

прямой. 

Тогда сила 
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или 

  
   

  

 
                                           

Масса маятника m, длина нити   - величины постоянные 
для данного маятника, а ускорение силы тяжести g – величи-
на постоянная для данного места на земном шаре. Таким об-
разом при малых колебаниях силу, возвращающую маятник в 
равновесное положение, можно в первом приближении счи-
тать квазиупругой силой. 

Как известно, квазиупругая сила выражается таким образом 

                
                                          

где 

  
  

 
 

Из теории колебаний известно, что при малых отклоне-
ниях от положения равновесия колебания, возникающие под 
действием квазиупругой силы, являются гармоническим. 
Следовательно, колебание математического маятника при 
малых углах отклонения – гармоническое. 

Период этих колебаний Т равен: 

    √
 

 
   √

 

 
 

    √
 

 
                                             

Как видно из формул (4) период малых колебаний мате-
матического маятника не зависит от амплитуды колебаний. 

Маятник, применяемый в физических лабораториях для 
определения ускорения силы тяжести g, представляет собой 
шарик (груз), масса которого гораздо больше массы нити, на 
которой подвешен груз. 
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На рис. 2 приведено конструктивное оформление уста-

новки для определения g. 

Определяют опытным путём периоды свободных коле-

баний Т1 и Т2 маятников двух различных длин  1 и  2. 

Из формулы (4) имеем: 

  
     

  
 

                     
     

  
 

  

Вычитая  получим 

  
    

     
     

 
 

откуда 

  
          

  
    

                                      

Из формулы (5) видно, что для определения g также 

необходимо измерить длины    и   . 

Порядок выполнения работы. 

1. Устанавливают длину маятника. 

2. Отводят маятник от положения равновесия на неболь-

шой угол (не более 10
0
), отпускают шарик, представив ему 

свободно колебаться. В момент наибольшего отклонения ма-

ятника пускают в ход секундомер и отсчитывают время   , в 

течение которого маятник совершит n=10-15 полных колеба-

ний. Измерение времени 10-15 колебаний для неизменной 

длины    производится три раза и результаты записывают в 

таблицу. 

3. Устанавливают новую длину маятника   , опустив ша-

рик ниже. 



146 

4. Для новой    измеряют время    10-15 колебаний спо-

собом, описанном в пункте 3. Измерения производятся также 

три раза. 

5. По результатам измерений    и    времени полных 
колебаний рассчитывают периоды колебаний Т1 и Т2 по 

формуле: 

   
  

 
       

  

 
  

6. Вычисляют g, пользуясь формулой (5). Все измерен-

ные и вычисленные результаты заносят в таблицу. 

Таблица 

№ 
  
м 

n 
  

с 
    

Т 

с 

Т
2
 

с
2
 

g 

(м/с
2
) 

gср |  |      
    

   
      

1            

 

 

2            

 

 

3            

 

 

4            

 

 

 

Примечание: Используя закон всемирного тяготения 

(гравитационную силу) можно определить массу Земли зная 

ускорение свободного падения (которое определяем с помо-

щью математического маятника). 
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где 

  
  

  
 

отсюда 

  
   

 
                                                 

С помощью формулы (8) можно определить массу планет 

или звезд. 

Для Земли g=9,8м/с
2
 – которое можем определить с по-

мощью математического маятника, (радиус земли 

R=6,378·10
6 

м, гравитационная постоянная G=6,67·10 
-

11
Н·м

2
/кг

2
). 

Вычислить массу Земли с помощью формулы (8). 

 

Контрольные вопросы: 

1. Что такое колебания? Свободные колебания. Гармони-

ческие колебания. 

2. Дайте определения амплитуды, фазы, периода, часто-

ты, циклической частоты колебания. 

3. Выведите и прокомментируйте формулы для скорости 

и ускорения гармонически колеблющейся точки как функции 

времени. 
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4. Сила в гармонических колебаниях. 

5. Выведите и прокомментируйте формулы для кинети-

ческой, потенциальной и полной энергии при гармонических 

колебаниях. 

6. Чему равно отношение полной энергии гармоническо-

го колебания к максимальному значению возвращающей си-

лы, вызывающей это колебание? 

7. Что называется, гармоническим осциллятором? Пру-

жинным маятником? Физическим? Математическим? 

8. Выведите формулы для периодов колебаний пружин-

ного, физического и математического маятников? 

9. Что такое приведенная длина физического маятника? 

10. Запишите и проанализируйте дифференциальное 

уравнение свободных гармонических колебаний. 

11. По какому закону изменяется амплитуда затухающих 

колебаний? 

12. Что такое коэффициент затухания? Декремент зату-

хания? Логарифмический декремент затухания? 

Задачи 

1. Математический маятник длиной 1м совершает коле-

бания с амплитудой 2см. Найти тангенциальные ускорения 

маятника в крайних положениях и в положении равновесия. 

2. Материальная точка совершает незатухающие гармо-

нические колебания. Какие из величин, характеризующих, 

это движение (смешение, амплитуда, период, частота, цикли-

ческая частота, фаза, скорость, ускорение), являются посто-

янными и какие переменными? 

3. Амплитуда незатухающих колебаний точки струны 

1мм, частота 1кГц. Какой путь пройдет точка за 0,2с? 

4. Диаметр ведущих колес паровоза 1,5м, скорость дви-

жения его 72 км/ч. Определить период и частоту колебаний 

поршня паровой машины паровоза. 
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5. Уравнение движения имеет вид:               . 

Каковы амплитуда, частота и период колебаний? 

6. Колебательное движение точки описывается уравне-

нием              . Вычислив первую и вторую произ-
водные, написать уравнения зависимости скорости и ускоре-

ния от времени:                    . Найти координату, 

скорость и ускорение спустя 1/60 с после момента t=0. 

7. Найти массу груза, который на пружине с жесткостью 
250Н/м делает 20 колебаний за 16с. 
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Лабораторная работа №16 

 

СВОБОДНЫЕ И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Цель работы: изучение свободных и вынужденных ко-

лебаний в системе с одной степенью свободы. 

Идея эксперимента 

Используется пружинный маятник, тело которого обла-

дает магнитными свойствами и движется в вязкой среде, а 

внешняя вынуждающая сила создается с помощью перемен-

ного магнитного поля. Для анализа движения маятника ис-

пользуется пьезоэлектрический датчик, управление экспери-

ментом и обработка результатов производится с помощью 

ЭВМ. 

Теоретическое введение 

Колебания широко распространены в природе. В общем 

случае под колебаниями понимают движения, в той или 

иной степени повторяющиеся во времени. По физической 

природе колебательные процессы разделяют на механиче-

ские, электромагнитные, электромеханические и т.д. Осо-

бую роль в физике играют механические и электромагнит-

ные колебания. С помощью распространяющихся колебаний 

плотности и давления воздуха (воспринимаемых как звук) и 

с помощью распространяющихся электромагнитных колеба-

ний (свет) мы получаем большую часть информации об 

окружающем мире. 

Несмотря на различную физическую природу колебаний, 

их можно описать одинаковыми уравнениями. Если физиче-

ская величина      изменяется со временем по гармониче-
скому закону 

                                               , 
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то колебания называют гармоническими. Здесь A— амплиту-

да колебаний;    
  

 
 — круговая частота (T— период); t— 

время;   — начальная фаза. Функция      из (1) представля-

ет решение дифференциального уравнения 

   

   
   

                                              

называемого уравнением свободных колебаний. 

Если уравнения, описывающие колебания, имеют вид 

линейных дифференциальных уравнений, колебания называ-

ются линейными. В реальной системе это соответствуют тем 

случаям, когда все возникающие силы можно считать линей-

ными функциями координат и скоростей. 

Физическую систему, выведенную из состояния равновесия 

и предоставленную самой себе, в которой изменение одного из 

параметров x описывается дифференциальным уравнением (2), 

называют классическим гармоническим осциллятором. 

Колебания можно разделить на собственные и вынуж-

денные.  В первом из них за счет внешней силы система вы-

водится из состояния устойчивого равновесия, т.е. ей сооб-

щается некоторое достаточное количество энергии, после че-

го внешние силы полностью отключаются. В этом случае 

возникают колебания, которые называются собственными ко-

лебаниями системы. Если же на систему постоянно действует 

внешняя сила, то происходят так называемые вынужденные 

колебания. 

Рассмотрим колебания гармонического осциллятора на 

примере пружинного маятника. 

Собственные колебания пружинного маятника. Пружин-

ный маятник состоит из тела массы m и легкой пружины с ко-

эффициентом жесткости k (рис. 1, а). В общем случае движение 

пружинного маятника в поле силы тяжести довольно сложно и 

описывается большим числом степеней свободы. Практический 
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интерес, однако, представляют колебания с одной степенью 

свободы, когда движение маятника происходит вдоль верти-

кальной оси. Для возбуждения таких колебаний можно немного 

растянуть пружину, а затем отпустить маятник (рис. 1 б, в). 

В этом случае для полного описания колебаний необходимо 

знать поведение только одной переменной, например, верти-

кальной координаты центра масс тела маятника. На тело, под-

вешенное на пружине в поле силы тяжести действуют две силы 

(без учета сил трения): сила тяготения и упругая сила. Начало 

координат выберем таким образом, чтобы при x=0 масса m 

находилась в равновесии. При этом сила тяжести mg будет 

скомпенсирована некоторым начальным растяжением пружины 

и в дальнейшем рассмотрении участвовать не будет. 

 

Рис. .1. Вертикальные колебания пружинного маятника 

При отклонении тела от точки равновесия будет возни-
кать возвращающая сила F(x). Рассмотрим малые колебания 
пружинного маятника. Колебания пружинного маятника 
называют малыми, если сила, возникающая при смещении 
грузика от положения равновесия, пропорциональна его сме-
щению и направлена в сторону положения равновесия. Для 
пружинного маятника условия малости колебаний удовлетво-
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ряются при смещениях, создающих возвращающую силу у 
пружины в пределах применимости закона Гука. Уравнение 
движения пружинного маятника при этом имеет вид 

 
   

   
                                             

Сравнивая с (2), имеем 

   √
 

 
      

  

  
   √

 

 
                           

 

Рис. 2  Зависимость амплитуды колебаний пружинного маятника 

   от времени с учетом диссипации энергии для случая малых 

коэффициентов затухания (а) и для случая      (б) 

В реальных осцилляторах, за счет сил трения, происхо-

дит рассеяние (диссипация) запасенной энергии, в результате 

чего свободные колебания со временем затухают. При дви-

жении тела пружинного маятника в вязкой среде, с неболь-

шими скоростями сила трения пропорциональна скорости 

       , где h — коэффициент пропорциональности, зави-

сящий от размеров и формы тела, свойств его поверхности и 

среды. При учете диссипации энергии в уравнении движения 

необходимо добавить силу трения, и уравнение колебаний 

будет 
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Решение этого уравнения имеет вид затухающих колебаний 

          
                                     

 где          — начальные амплитуда и фаза колебаний, 

  — частота затухающих колебаний,  — коэффициент зату-
хания. Действительно, подставим (6) в (5) и получим: 

           (      
 

 
    

 )

            (
 

 
     )                          

Отсюда следует, что (6) является решением (5) при условии 

  
 

 

 

 
           

      

Обратите внимание: частота затухающих колебаний от-
личается от частоты собственных    . 

Используя полученный результат, уравнение колебаний 
удобно записать в виде: 

   

   
   

  

  
   

                                   

Отклонение маятника от положения равновесия в зави-
симости от времени в соответствии с (6) имеет вид, показан-
ный на рис. 2, a. Для малых декрементов затухания колебания 
близки к гармоническим, при больших   затухание происхо-
дит за 1–2 периода. В том случае, когда     , значение ча-
стоты   становится мнимым и гармонические колебания не 
реализуются, происходит апериодический процесс — тело 
маятника после начального отклонения плавно возвращается 
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в положение равновесия  (см. рис. 2,б). При этом величина 
 

 
 

равна времени, за которое амплитуда колебаний затухает в e 
раз. Затухание колебаний за период  носит название лога-
рифмического декремента затухания  , его можно определить 
из соотношения 

    
  

    
                                         

где 
  

    
 — отношение амплитуд двух последовательных ко-

лебаний. 

Вынужденные колебания пружинного маятника. Рас-

смотрим теперь колебания пружинного маятника, которые 

возникают под действием внешней периодической силы 

                   в системе с одной степенью свободы. 
Вынужденные колебания в случае гармонического воздей-

ствия описываются уравнением 

   

   
   

  

  
   

                           

где   
  

 
 — нормированная амплитуда, а p — частота вы-

нуждающей силы. Решение уравнения (11) имеет вид 

                                                   

где       соответствует затухающим собственным колебани-

ям (см. уравнение (6)),  а       — вынужденным колебаниям 
на частоте вынуждающей силы: 

                                                

где 

       
 

√   
           

                         



156 

— зависящая от частоты амплитуда вынужденных коле-

баний, 

        [
   

  
    

]                             

— фаза колебаний. 

 

Рис. 3. Зависимость амплитуды X  при установлении 

колебаний от времени t (        

 

Рис. 4. Типичные амплитудно-частотные (а) и фазо-частотные 

характеристики пружинного маятника (б) 

Величина   в данном случае представляет собой отста-
вание по фазе вынужденного колебания от обуславливающей 

его вынуждающей силы. 
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Выражения для амплитуды и фазы колебаний      , так 
же, как и для свободных колебаний, можно определить непо-
средственной подстановкой (13) в (14). При малых декремен-
тах затухания на частотах вблизи частоты      свободных 
колебаний маятника, амплитуда колебаний резко возрастает. 
Это явление получило название резонанса. Более точно зна-
чение резонансной частоты      можно получить из (14), 

проводя исследование функции на экстремум: 

     √  
                                     

Слагаемое       играет заметную роль только в начальной 
стадии процесса, при установлении колебаний (рис. 3). С тече-
нием времени из-за экспоненциального множителя      роль 
слагаемого       уменьшается и через некоторое время им 
можно пренебречь, сохраняя в решении только слагаемое      . 

Типичные амплитудно-частотные и фазочастотные ха-
рактеристики показаны на рис. 4. 

Вместе с логарифмическим декрементом затухания   
широко пользуются величиной Q, которая называется доб-
ротностью системы Q. Она определяется как отношение ам-
плитуды смещения при резонансе      

 к амплитуде смеще-

ния     
 при    . Учитывая определения коэффициента за-

тухания, логарифмического декремента затухания, а также 
соотношение (14), получаем 

  
     

    

 
  

  
 

  

   
 

 

 
                          

Можно показать, что в случае Q>>1 добротность можно 

выразить также через полуширину резонансной кривой 

(см. рис. 5): 
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Рис. 5. Резонансная кривая для пружинного маятника 

Экспериментальная установка 

Исследование колебаний маятника проводится на уста-

новке, схема которой приведена на рис. 6. Установка состоит 

из пружинного маятника, системы регистрации колебаний на 

основе пьезоэлектрического датчика, системы возбуждения 

вынужденных колебаний, а также системы обработки инфор-

мации на персональном компьютере (ПК). Исследуемый 

пружинный маятник состоит из стальной пружины с коэффи-

циентом жесткости k и тела маятника, в центре которого 

вмонтирован постоянный магнит. Движение маятника проис-

ходит в жидкости и при небольших скоростях колебаний воз-

никающая сила трения может быть с достаточной точностью 

аппроксимирована линейным законом, т.е. 

           

Для регистрации колебаний используется пьезоэлектри-

ческий датчик, к которому подвешена пружина маятника. Во 

время движения маятника сила упругости пропорциональна 

смещению x. 

Так как ЭДС, возникающая в пьезодатчике, в свою оче-

редь пропорциональна силе давления, то сигнал, получаемый 
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с датчика будет пропорционален смещению тела маятника от 

положения равновесия. 

Возбуждение колебаний осуществляется с помощью 

магнитного поля. Гармонический сигнал, создаваемый ПК, 

усиливается и подается на электромагнит, расположенный 

под телом маятника. В результате, этого вокруг электромаг-

нита создаётся переменное во времени и неоднородное в про-

странстве магнитное поле. Это поле действует на постоянный 

магнит, вмонтированный в тело маятника и создает внешнюю 

периодическую силу. 

Система обработки информации состоит из блока сопря-

жения с ПК (аналого-цифрового преобразователя) и персо-

нального компьютера. Аналоговый сигнал с пьезоэлектриче-

ского датчика с помощью аналого-цифрового преобразовате-

ля представляется в цифровом виде и подается на ПК. Уста-

новка снабжена также устройством для статических измере-

ний жесткости пружины. На исследуемую пружину могут 

подвешиваться грузы различной массы. Для регистрации рас-

тяжения пружины используется измерительная линейка. 

Управление экспериментальной установкой с помо-

щью ЭВМ 

После включения компьютера и загрузки программы на 

экране монитора появляется меню, общий вид которого пока-

зан на рис..7. Используя клавиши управления курсором →, 

←, ↑, ↓, можно выбрать один из пунктов меню. После нажа-

тия кнопки ENTER компьютер приступает к выполнению вы-

бранного режима работы. Простейшие подсказки по выбран-

ному режиму работы содержатся в выделенной строке внизу 

экрана. 

Рассмотрим возможные режимы работы программы: 

Статика — этот пункт меню используется для обработки 

результатов первого упражнения (см. рис. 7). После нажатия 

на кнопку ENTER компьютер запрашивает массу груза маят-
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ника. После следующего нажатия кнопки ENTER на экране 

появляется новая картинка с мигающим курсором. Последо-

вательно записывают на экране массу груза в граммах и, по-

сле нажатия пробела, величину растяжения пружины. Нажав 

на ENTER, переходят на новую строку и снова записывают 

массу груза и величину растяжения пружины. Допускается 

редактирование данных в пределах последней строки. Для 

этого, нажав клавишу Backspase, удаляют неправильное зна-

чение массы или растяжения пружины и записывают новое 

значение. Для изменения данных в других строках необходи-

мо последовательно нажать Esc и ENTER, а затем повторить 

набор результатов. 

 

Рис. 6. Блок-схема экспериментальной установки 
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Рис. 7. Вид меню для управления экспериментальной 

установкой на экране компьютера 

После набора данных нажимают на функциональную 

клавишу F2. На экране появляются рассчитанные, с помощью 

метода наименьших квадратов, значения коэффициента жест-

кости пружины и частоты свободных колебаний маятника. 

После нажатия ENTER на экране появляется график зависи-

мости упругой силы от величины растяжения пружины. Воз-

врат в основное меню происходит после нажатия любой кла-

виши. 

Эксперимент — этот пункт имеет несколько подпунктов 

(рис. 8). Рассмотрим особенности работы каждого из них. Ча-

стота — в этом режиме с помощью клавиш управления кур-

сором осуществляется задание частоты вынуждающей силы. 

В том случае, если проводится эксперимент со свободными 

колебаниями, то необходимо установить значение частоты, 

равное 0. 

Старт — в этом режиме после нажатия кнопки ENTER 

программа начинает снимать экспериментальную зависи-

мость отклонения маятника от времени. В том случае, когда 



162 

частота вынуждающей силы не равна нулю, то наряду с гра-

фиками зависимостей отклонения маятника и вынуждающей 

силы от времени на экране в отдельных окошках записыва-

ются значения частоты вынуждающей силы и ее амплитуды, 

а также измеренных частоты и амплитуды колебаний маятни-

ка. Нажав на клавишу Esc можно выйти в основное меню. 

 

Рис. 8. Вид меню для проведения эксперимента 

 

Рис. 9. Вид меню в режиме «Информация» 
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Сохранить — если результат эксперимента удовлетво-

рителен, то его можно сохранить, нажав на соответствующую 

клавишу меню. 

Нов. серия — этот пункт меню используется в том слу-

чае, если возникла необходимость отказаться от данных те-

кущего эксперимента. После нажатия клавиши ENTER в этом 

режиме из памяти машины стираются результаты всех 

предыдущих экспериментов, и можно начать новую серию 

измерений. 

После проведения эксперимента переходят в режим Ин-

формация. Этот пункт меню имеет несколько подпунктов 

(рис. 9). 

График АЧХ — этот пункт меню используется после 

окончания эксперимента по изучению вынужденных колеба-

ний. На экране монитора строится амплитудно-частотная ха-

рактеристика вынужденных колебаний. 

График ФЧХ — в этом режиме после окончания экспе-

римента по изучению вынужденных колебаний на экране мо-

нитора строится фазо-частотная характеристика. 

Таблица — этот пункт меню позволяет выдать на экран 

монитора значения амплитуды и фазы колебаний в зависимо-

сти от частоты вынуждающей силы. Эти данные переписы-

ваются в тетрадь для отчета по данной работе. 

Пункт меню компьютера Выход — окончание работы 

программы (см. например, рис. 9). 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Определение коэффициента жесткости 

пружины статическим методом 

Измерения проводятся путем определения удлинения 

пружины под действием грузов с известными массами. Реко-

мендуется провести не менее 7–10 измерений удлинения 
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пружины, постепенно подвешивая грузы и изменяя тем са-

мым нагрузку от 20 до 150 г. Используя пункт меню работы 

программы Статика, результаты этих измерений заносят в 

память компьютера и определяют коэффициент жесткости 

пружины, используя метод наименьших квадратов. 

 

Рис. 10. График зависимости удлинения пружины x 

от массы груза M 

В ходе выполнения упражнения необходимо рассчитать 

значение собственной частоты колебаний маятника 

  
 

  
 

 

  
√

 

 
                                     

Отчет по первому упражнению должен содержать табли-

цу зависимости удлинения пружины x от массы подвешивае-

мых грузов M, график этой зависимости (см. рис. 10), расчи-

танные значения k,    и их погрешности. 
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Рис. 11 Панель управления частотой генератора 

экспериментальной установки 

 

 

Рис. 12. Зависимость амплитуды затухающих колебаний 

пружинного маятника от времени 
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Рис.14. Амплитудно-частотная характеристика 

пружинного маятника 

Упражнение 2. Определение частоты свободных колеба-

ний пружинного маятника и коэффициента затухания. 

Для выполнения этого упражнения выбранный маятник 

подвешивают на установку. Устанавливают зазор между ма-

ятником и дном стакана около 1 см. Во время выполнения 

упражнения в пункте меню Частота (см. рис. 11) устанавлива-

ется значение частоты, равное нулю. После этого нажимают 

кнопку Старт в меню программы. При этом на маятник с пер-

сонального компьютера импульсно падается возбуждающее 

воздействие. Через некоторое время на экране монитора 

строится зависимость смещения затухающих колебаний от 

времени и выводятся результаты расчета частоты и коэффи-

циента затухания (рис. 12). Измерения проводят 5–7 раз. 

Условно считая эти измерения прямыми, находят значения 

частоты и коэффициента затухания для собственных колеба-

ний пружинного маятника, а также погрешности их опреде-

ления. Проводят сравнение частоты собственных колебаний 
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со значением, найденным из первого упражнения по формуле 

(19). Отчет по этому упражнению должен содержать таблицу 

результатов измерений значений частоты и коэффициента за-

тухания для собственных колебаний, средние значения этих 

величин и их стандартные отклонения. 

 

Рис. 13 Зависимость вынуждеюей силы и амплитуды 

вынужденных колебаний пружинного маятника от времени 

Упражнение 3. Изучение вынужденных колебаний  пру-

жинного маятника 

Целью этого упражнения является снятие амплитудно-

частотной (АЧХ) и фазо-частотной (ФЧХ) характеристик вы-

нужденных колебаний. При снятии частотных характеристик, 

пользуясь пунктом меню Частота, выбирают значение часто-

ты  . Частоту выбирают таким образом, чтобы |    |      

Гц, где    — частота собственных колебаний, найденная из 
второго упражнения. Уменьшение частоты генератора осу-

ществляется стрелками «вниз» (с шагом 0,5 Гц) и «влево» (с 

шагом 0,05 Гц), а увеличение частоты — стрелками «вверх» 

(с шагом 0,5 Гц) и «вправо» (с шагом 0,05 Гц). Амплитуда 

вынужденных колебаний маятника в этом диапазоне частот 

должна быть не менее 2–5 мм. При снятии АЧХ и ФЧХ сле-
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дует помнить, что в системе могут одновременно возбуж-

даться собственные и вынужденные колебания, поэтому при 

изменении частоты генератора каждый раз нужно выжидать 

некоторое время dt, чтобы собственные колебания маятника 

успевали затухнуть. Значение времени dt в секундах следует 

определить по формуле: 

     (  ⁄ )                                    

где   — коэффициент затухания, найденный из второго 
упражнения. Для определения амплитуды и фазы вынужден-

ных колебаний при заданной частоте следует выбрать пункт 

меню Старт и нажать кнопку ENTER. На экране монитора 

при этом выводятся зависимости вынуждающей силы и ско-

рости маятника от времени, а также результаты расчета ам-

плитуды и частоты вынуждающей силы, амплитуды, частоты 

и фазы колебаний маятника (рис. 13). В том случае, когда от-

носительная разность между значениями частоты вынужда-

ющей силы и частоты генератора не превышает величины 

одного процента, можно считать, что собственные колебания 

затухли. Эти результаты следует запомнить, нажав ENTER в 

режиме Сохранить. 

Снимать амплитудно-частотную и фазо-частотные харак-

теристики следует тщательно, особенно в области резкого 

изменения амплитуды и фазы. Для этого следует менять ча-

стоту возбуждающей силы каждый раз не более чем на 0,05 

Гц. Рассчитанные на компьютере значения амплитуды и фазы 

колебаний следует занести в таблицу, а затем по этим данным 

построить графики. Используя пункты меню График АЧХ и 

График ФЧХ, можно просмотреть на экране монитора АЧХ и 

ФЧХ (рис. 14 и 15). 

Используя фазо-частотную характеристику, следует 

определить коэффициент затухания по формуле (вывод фор-

мулы см. в приложении): 
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   [
   

    ⁄
] 

а также значение добротности по формуле 

    
    

  
 

где      — резонансная частота. 

Полученное значение коэффициента затухания следует 

сравнить с  , найденным во втором упражнении. Значение 
добротности можно также оценить по АЧХ. Измерив ширину 

резонансной кривой    на уровне значения амплитуды, рав-

ного 
 

√ 
     от значения амплитуды при резонансе    

     , получают оценку добротности Q (справедливую при 

малом затухании, когда       : 

  
    

  
  

Отчет по третьему упражнению должен содержать таб-

лицу зависимостей амплитуды и фазы колебаний от частоты, 

АЧХ и ФЧХ, а также результаты расчета   и Q. 

 

Рис. 15. Фазо-частотная зависимость пружинного маятника 
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Основные итоги работы 

В результате работы должны быть определены собствен-

ная частота колебаний пружинного маятника, декремент за-

тухания и получены его амплитудно-частотная и фазо-

частотная характеристики. 

 

Контрольные вопросы 

1. Что такое классический гармонический осциллятор? 

2. Показать, что постоянная сила тяжести не влияет на 

частоту колебаний пружинного маятника. 

3. На какой частоте происходят колебания пружинного 

маятника при наличии затухания? 

4. На какой частоте происходят вынужденные колебания 

маятника? 

5. Что такое коэффициент затухания, добротность? 

6. На каких частотах наблюдаются резонансы смещения 

и скоростей? 

7. Получить дифференциальное уравнение второго по-

рядка свободного колебания пружинного и математического 

маятника. 

8. От чего зависят периоды колебаний физических, пру-

жинных и математических маятников. 

Задачи 

1. Запишите уравнение затухающих колебаний матери-

альной точки. Смещение х0 точки при   
 

 
 составляет 10 см, 

период затухающих колебаний Т=3с, логарифмический де-

кремент затухания       . (Ответ:                  . 

2. Маятник совершил 100 полных колебаний, при этом 

его амплитуда уменьшилась в 10 раз. Определите логарифми-

ческий декремент затухания маятника. (Т4.29) (Ответ: 

       ). 
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3. Логарифмический декремент затухания камертона, ко-

леблющегося с частотой 100 Гц, составляет 0,002. Определи-

те промежуток времени, за который амплитуда возбужденно-

го камертона уменьшится в 50 раз. (Т4.30) (Ответ:t=19,6с) 

4. Добротность Q колебательной системы равна 314. 

Определите, во сколько раз уменьшится амплитуда колеба-

ний за время, в течение которого система совершает N=110 

полных колебаний.  (Ответ: 
  

  
  ) 

Приложение 

Расчет коэффициента затухания по ФЧХ 

Известно, что сдвиг фазы   вынужденных колебаний за-

висит от частоты p и коэффициента затухания   следующим 
образом: 

        [
   

  
    

]                               

дифференцируя по частоте p обе части (п.1) получаем: 

  
  

     
  

  

  
    

   
   

   
      

                

Так как 
 

     
       ,  то, используя (п.1), имеем: 

  

  
[
   

             

   
      

]   [
     

     

   
      

]            

В точке      получаем 

  

  
  [

    

     
]   
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При выполнении работы сдвиг фаз   измеряется не в ра-

дианах, а в градусах, а фазовая зависимость строится не от p, 

а от частоты колебаний   
 

  
, поэтому можно записать: 

  

  
 

   

  
[  

  

  
]      [

 

 
]                       

отсюда находим 
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Лабораторная работа №17 

 

ИЗУЧЕНИЕ ЗАТУХАЮЩИХ КОЛЕБАНИЙ 

НА КРУТИЛЬНОМ МАЯТНИКЕ 

Приборы и принадлежности: крутильный маятник, се-

кундомер, линейка. 

Цель работы: Определение числовых значений лога-

рифмического декремента затухания, коэффициента затуха-

ния, и времени релаксации затуханий. 

Колебания, которые совершает тело (система) после од-

нократного импульса, отклонившего тела от положения 

устойчивого равновесия, называются свободными. 

В реальных условиях свободные колебания затухают, так 

как на колеблющееся тело (систему) действуют сила сопро-

тивления среды и сила трения в самой системе. На преодоле-

ние этих сил затрачивается механическая энергия колеблю-

щегося тела, поэтому амплитуда его колебания постепенно 

уменьшается. 

При свободных затухающих колебаниях на колеблю-

щееся тело массой т действует возвращающая сила   
⃗⃗  ⃗и си-

ла сопротавления   
⃗⃗⃗   (силой трения в самой системе прене-

брегаем). 

Возвращающая сила   
⃗⃗  ⃗ пропорциональна смешению  ⃗⃗  

тела от положения равновесия и направлена всегда к положе-

нию равновесия 

  
⃗⃗  ⃗     ⃗⃗                                                  

где k - коэффициент пропорциональности, численно равный 

силе, вызывающей смещение, равное единице. 
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  При малых скоростях движения тела, сила   
⃗⃗⃗   сопротив-

ления среды пропорциональна скорости    и направлена в 

сторону противоположную направлению скорости 

  
⃗⃗⃗                      

⃗⃗⃗     
   

  
                                

где r – коэффициент сопротивления, численно равный силе 

сопротивления среды при скорости тела, равной единице. 

Напишем второй закон Ньютона для затухающих коле-

баний: 

      
⃗⃗  ⃗    

⃗⃗⃗   

или 

 
    

   
   

⃗⃗  ⃗    
⃗⃗⃗                                          

Тогда из (1), (2), (3) получим 

 
    

   
    ⃗⃗   

   

  
 

или 

   ̈     ̇                                           

 Разделим все члены уравнения (4) на массу m: 

  ̈  
 

 
  ̇  

 

 
     

Обозначив 
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получим дифференциальное уравнение свободных затухаю-

щих колебаний 

  ̈      ̇                                           

Решение уравнения (5) имеет вид 

     
                                          

где     – амплитуда в момент времени    ;   - коэффициент 

затухания;   – круговая (циклическая) частота;     – начальная 
фаза колебания (угловая величина, определяющая положение и 

направление движения колеблющегося тела в момент времени 

   ;         – фаза колебания в любой момент времени  . 

Выражение (6) является уравнением смещения при сво-

бодных затухающих колебаниях. 

Амплитуда затухающих колебаний зависит от времени 

     
    

и уменьшается по экспоненциальному закону. 

График затухающего колебательного движения пред-

ставлен на рис. 1 (пунктиром обозначена экспонента). 

 
Рис. 1. 
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Под периодом затухающих колебаний понимают проме-

жуток времени между последовательными прохождениями 

положения равновесия колеблющимся телом при движении 

его в одну и ту же сторону. 

При небольших коэффициентах затухания период T зату-

хающих колебаний можно считать равным периоду свобод-

ных колебаний тела без затухания. 

Запишем выражения двух амплитуд    
 и     для момен-

тов времени    и    

       
                  

      

Найдем их отношение 

   

   

                                                    

Определим время  , в течение которого амплитуда 

уменьшается в   раз. Для этого в выражении (7) возьмем 

   

   

                     

Тогда 

      

Отсюда 

     
Следовательно 

  
 

 
                                                   

или 
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Из равенства (9) следует, что коэффициент затухания   – 

физическая величина обратная времени  , в течение которого 

амплитуда колебания убывает в   раз. 

Время   называется временем релаксации. 

Рассмотрим отношение двух амплитуд в моменты време-

ни отстоящие друг от друга на один период. Приняв в выра-

жение (7)        , получим 

   

     
      

Прологарифмируем это выражение 

  
   

     
                                             

Натуральный логарифм отношения двух амплитуд в мо-

мент времени, отстоящие друг от друга на один период, 

называется логарифмическим декрементом затухания  . 

    
   

     
 

Из выражения (10) следует, что 

                                                    

Пусть N – число полных колебаний (число периодов), 

за которое амплитуда уменьшится в   раз. Приняв в выра-

жении (7) 
   

   

                

получим 
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Отсюда 

                                                   

Из выражений (11) и (12) следует, что     
 

 
 

т.е. логарифмический декремент затухания – величина обрат-

ная числу полных колебаний, за которое амплитуда умень-

шится в   раз. 

Описание установки. Теория опыта. 

Крутильный маятник представляет собой горизонталь-

ную металлическую штангу 3, подвешенную на металличе-

ской длинной нити 1 к кронштейну. На штанге расположены 

грузы 2 и 4, которые можно перемещать вдоль штанги. На 

штанге укреплен указатель 5, который может двигаться вдоль 

шкалы 6. Указатель имеет зажимной винт, с помощью кото-

рого устанавливается указатель против нулевого деления 

шкалы. Точное совпадение указателя с нулевым делением 

шкалы достигается небольшим перемещением последней 

влево или вправо. 

Если повернуть штангу в горизонтальной плоскости 

вокруг оси, совпадающей с осью нити, на угол 30-40  и за-

тем отпустить, то маятник начнут совершать крутильные 

колебания. Эти колебания происходят под действием воз-

вращающей силы упругости нити 1 и силы сопротивления, 

поэтому колебания маятника постепенно затухают. Быст-

рота затухания зависит от материала и размеров закручива-

емой нити 1, от массы и размеров штанги 3, от массы и 

формы грузов 2 и 4 и их расположения на штанге относи-

тельно оси вращения. 

Для определения коэффициента затухания  , логариф-

мического декремента    и времени релаксации   затухаю-

щих колебаний крутильного маятника измеряют амплитуду 
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   колебаний в какой-либо момент времени, принятый за 

начальный и амплитуду    через n колебаний и время   . 

  Очевидно, что 

                                                  

где T – период затухающих колебаний. 
Тогда выражение (7) можно записать так 

  

  
                                                    

Прологарифмируем равенство (14): 

  
  

  
                                               

Учитывая, что      , получает из выражения (15) ра-
бочую формулу для вычисления логарифмического декре-
мента затухания 

  
 

 
  

  

  
                                          

Коэффициент затухания и время релаксации находятся из 
соотношений (11), (13), (8). 

Ход работы 

1. Укрепить грузы 4 и 5 на одинаковых расстояниях от 
центра штанги с тем, чтобы она находилась в горизонтальном 
положении. 

2. Расположить указатель 6 так, чтобы он был против ну-
левого деления шкалы, когда маятник в покое. 

3. Придать маятнику крутильные колебания, повернув 
для этого штангу на угол  30-40  в горизонтальной плоскости 
и отпустить в ее. При этом проследить, чтобы наибольшие 
отклонения указателя от нуля шкалы справа и слева доходили 
бы до одинаковых делений шкалы. 
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4. Когда указатель будет находиться в одном из крайних 
положений, отметить соответствующее ему деление шкалы и 
одновременно включить секундомер. Это число принять за 
амплитуду   . 

5. Когда маятник совершит 50 колебаний, снова отметить 
число делений, соответствующих крайнему положению ука-
зателя и одновременно остановить секундомер. Это число де-
лений принять за амплитуду   . 

6. Полученные данные записать в таблицу 1. 

7. Повторить измерения 3 раза, каждый раз наблюдая 30-

50 колебаний. 

8. Повторить опыт при других расстояниях грузов, 4 и 5 

от центра штанги (измерения проделать 3 раза). 

Опытные данные 

Таблица 1. 

1 мм № измерения n          

 1     

2 

3 

 1     

2 

3 

 1     

2 

3 
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Таблица 2. 

1 мм № измерения        

 1        

2 

3 

 1        

2 

3 

 1        

2 

3 

 

  Таблица 3. 

Л
о
га

р
и

ф
м

и
ч
ес

к
и

й
 

д
ек

р
ем

ен
т 

за
ту

х
ан

и
я
 

№ измерения        

1 

       2 

3 

К
о
эф

ф
и

ц
и

ен
т 

за
ту

х
ан

и
я
 

№ измерения        

1 

       2 

3 
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Контрольные вопросы 

1. Свободные колебания. 

2. Гармонические колебания, условие их возникновения. 

Уравнение этих колебаний и график. 

3. Затухающие колебания. Условия их возникновения. 

Дифференциальное уравнение этих колебаний и его решение. 

График затухающих колебаний. 

4. Коэффициент затухания, логарифмический декремент 

затухания, время релаксации, их определения и физический 

смысл. 

5. Теория метода определения коэффициента затухания и 

логарифмического декремента затухания в данной работе. 

Задачи: 

1. Материальная точка массой m колеблется с частотой   

и амплитудой   . Найти зависимость потенциальной и кине-
тической энергии точки от времени: П=П(t) и K=K(t). Какова 

полная механическая энергия колебаний? 

2. Тонкий обруч подвешен на вбитый в стену гвоздь и 

совершает гармонические колебания с периодом Т=1,56с в 

плоскости, параллельной стене. Определите радиус обруча. 

3. Логарифмический декремент затухания камертона, ко-

леблющегося с частотой 100 Гц, составляет 0,002. Определи-

те промежуток времени, за который амплитуда возбужденно-

го камертона уменьшится в 50 раз. 
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Лабораторная работа №18 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИНЫ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ 

И СКОРОСТИ ЗВУКА В ВОЗДУХЕ 

МЕТОДОМ СТОЯЧЕЙ ВОЛНЫ 

Частным случаем интерференции являются стоячие вол-

ны – это волны, образующиеся при наложении двух бегущих 

волн, распространяющихся на встречу друг другу с одинако-

выми частотами и амплитудами, а в случае поперечных волн 

еще и одинаковых поляризацией. 

 

 
Рис. 1 
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Для вывода уравнения стоячей волны предположим, что 

две плоские волны распространяются навстречу друг другу 

вдоль оси х в среде без затухания, причем обе волны характе-

ризуются одинаковыми амплитудами и частотами. Кроме то-

го, начало координат выберем в точке, в которой обе волны 

имеют одинаковую начальную фазу, а отсчет времени начнем 

с момента, когда начальные фазы обеих волн равны нулю. 

Тогда, соответственно, уравнения волны, распространяющие-

ся вдоль положительного направления оси х, и волны, рас-

пространяющейся ей навстречу, будут иметь вид 

{
              
              

                                

Сложив эти уравнения и учитывая, что   
  

 
, получим 

уравнение стоячей волны: 

                          
   

 
             

Из уравнения стоячей волны (2) вытекает, что в каждой 

точке этой волны происходят колебания той же частоты   с 

амплитудой     |     
  

 
 |, зависящей от координаты х 

рассматриваемой точки. 

В точках среды, где 

   

 
                                              

амплитуда колебаний достигает максимального значения, 

равного 2А. В точках среды, где 

   

 
  (  

 

 
)                                

амплитуда колебаний обращается в нуль. Точки, в которых ам-

плитуда колебаний максимальна (Аст=2А), называются пучно-
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стями стоячей волны, а точки, в которых амплитуда колебаний 

равна нулю (Аст=0), называются узлами стоячей волны. Точки 

среды, находящиеся в узлах, колебаний не совершают. 

Из выражений (3) и (4) получим соответственно коорди-

наты пучностей и узлов: 

     
 

 
                                               

      (  
 

 
)
 

 
                                

Из формул (5)  и  (6) следует, что расстояния между дву-

мя соседними пучностями и двумя соседними узлами одина-

ковы и равны 
 

 
. Расстояние между соседним пучностью и уз-

лом стоячей волны равно 
 

 
. 

Выражая расстояния между соседними пучностями через l: 

          
  

 
 

      

 
 

 

 
                     

мы можем убедиться в том что длина волны равно:     . 
Зная длины волн, а также частоты звуковой волны можем 

определить скорость звуковых волн в воздухе: 

                                                 

В отличие от бегущей волны, все точки которой совер-

шают колебания с одинаковой амплитудой, но с запаздыва-

нием по фазе (в уравнении (1) бегущей волны фаза колебаний 

зависит от координаты x рассматриваемой точки), все точки 

стоячей волны между двумя узлами колеблются с разными 

амплитудами, но с одинаковыми фазами (в уравнении (2) сто-

ячей волны аргумент косинуса не зависит от x). 
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При переходе через узел множитель      
  

 
  меняет 

свой знак, поэтому фаза колебаний по разные стороны от узла 

отличается на  , т.е. точки, лежащие по разные стороны от 

узла, колеблются в противофазе. 

Образование стоячих волн наблюдают при интерферен-

ции бегущей и отраженной волн. Если конец веревки закре-

пить неподвижно (например, к стене), то отраженная от места 

закрепления веревки волна будет интерферировать с бегущей 

волной, образуя стоячую волну. На границе, где происходит 

отражение волны, в данном случае возникает узел. 

Будет ли на границе отражения узел или пучность, зави-

сит от соотношения плотностей сред. Если среда, от которой 

происходит отражение, менее плотная, то в месте отражения 

возникает пучность, если более плотная – узел (рис. 1). 

Образование узла связано с тем, что волна, отражаясь от 

более плотной среды, меняет фазу на противоположную и у 

границы происходит сложение колебаний с противополож-

ными фазами, в результате чего получается узел. Если же 

волна отражается от менее плотной среды, то изменения фазы 

не происходит и у границы колебания складываются с одина-

ковыми фазами – образуется пучность. 

Если рассматривать бегущую волну, то в направлении ее 

распространения переносится энергия колебательного дви-

жения. В случае же стоячей волны переноса энергии нет, так 

как падающая и отраженная волны одинаковой амплитуды 

несут одинаковую энергию в противоположных направлени-

ях. Поэтому полная энергия результирующей стоячей волны 

в пределах между узловыми точками остается постоянной. 

Лишь в пределах расстояний, равных половине длины волны, 

происходят взаимные превращения кинетической энергии в 

потенциальную и обратно. 
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Порядок выполнения работы 

1. Включив генератор звука, установите частоту 1000 Гц 

и занесите в таблицу. После этого, вращая ручку напряжения 

в генераторе, установите звук нормальной слышимости. 

2. С помощью насоса откачивайте воздух до появления 

двух уровней воды, в котором звук усиливается или умень-

шается, и зафиксировав эти положения, которые соответ-

ствуют двумя пучностями или узлами звуковых волн, занеси-

те в таблицу. 

3. Зафиксировать расстояние между двмя пучностями (или 

двумя узлами) и отметить, разность этих расстояний выразить 

через l, повторить эти действия 5 раз и занести в таблицу. 

4. С помощью формулы (8) вычислить скорость звука в 

воздухе. 

5. Повторять вышеизложенное для частот 2000 Гц, 5000 

Гц, 7000 Гц, 10000 Гц и 15000 Гц. (выбор частоты произво-

лен, зависит от лаборанта или преподавателя) 

6. С помощью формулы среднеквадратической погреш-

ности вычислить погрешность определения скорости звуко-

вых волн в воздухе и занести в таблицу. 

Контрольные вопросы 

1. Что такое волна? Запишите уравнения волны? 

2. Поперечные и продольные волны. Когда они возникают? 

3. Дайте определения инфразвук, звук и ультразвук. 

4. Что такое волновой фронт? Волновая поверхность? 

5. Какова связь между длиной волны, скоростью, периодом 

и частотой? 

6. Что такое волновое число? Фазовые и групповые 

скорости? 

7. В чем заключается физический смысл вектора Умова? 

8. Какая волна является бегущей, гармонической, плоской, 

сферической? Каковы уравнения этих волн? 
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9. Дайте определение явления интерференции звуковых 

волн? 

10. Объясните появление стоячих волн, пучностей и узлов? 

11. От чего зависит скорость распространения звуковых 

волн? 

12. Объясните эффект Доплера в акустике? 

Задач: 

1. Определите скорость распространения звука в воде, 

если длина волны равна 2м, а частота колебаний источника 

725 Гц. Определите также наименьшее расстояние между 

точками среды, колеблющимися в одинаковой фазе. 

(Ответ:1450м/с; х=2см) 

 2. Определите, во сколько раз изменится длина ультра-

звуковой волны при переходе ее из меди в сталь, если ско-

рость распространения ультразвука в меди и стали соответ-

ственно равны 3,6км/с и 5,5 км/с.  (Ответ: 
  

  
      ) 

3. Расстояние между соседними узлами стоячей волны, 

создаваемой камертоном в воздухе, равно 42см. Принимая 

скорость звука в воздухе 332км/с, определите частоту коле-

баний камертона. (Т4.125) (Ответ: 395 Гц) 

4. Определите длину бегущей волны, если в стоячей 

волне расстояние между первой и девятой пучностями равно 

20 см.  (Ответ: 5см) 

5. Два динамика расположены на расстоянии 20см друг 

от друга и воспроизводят один и тот же музыкальный тон на 

частоте 2000 Гц. Приемник находится на расстоянии 4м от 

центра динамика. Принимая скорость звука 340 м/с, опреде-

лите, на какое расстояние от центральной линии параллельно 
динамикам следует отодвинуть приемник, чтобы он зафикси-

ровал первый интерференционный минимум.  (х=1,7м). 
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Лабораторная работа №19 

 

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ КАТУШЕК ГЕЛЬМГОЛЬЦА, 

СОЗДАНИЕ И ИЗМЕРЕНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Цель работы 

Изучение лабораторных методов получения и измерения 

однородных магнитных полей. 

Идея эксперимента 

Измерение пространственного распределения магнитно-

го поля системы катушек Гельмгольца с помощью измери-

тельного датчика на эффекте Холла. 

Теоретическое введение 

Методы создания магнитных полей 

Получение однородного магнитного поля в определен-

ном объеме – это задача, часто встречающаяся в постановке 

физического эксперимента. В зависимости от требуемой ве-

личины магнитной индукции B, размеров рабочей области, 

расходуемой мощности, веса и конструктивных требований 

эта проблема решается разными способами. Магнитное поле 

может быть создано с помощью катушек с током, электро-

магнитов и постоянных магнитов. Постоянные магниты не 

требуют энергии, но не дают возможности эффективно и про-

сто управлять величиной магнитного поля. Величина получа-

емой магнитной индукции для них определяется остаточной 

намагниченностью материала магнита и для разных материа-

лов может иметь разные значения до величин порядка тесла 

(максимально – 1.38 Тл для магнитов Nd-Fe-B). Постоянные 

магниты широко применяются в электронной технике в при-

борах, где требуется неизменное поле определенной величи-

ны. В лабораторной практике, где энергозатраты не являются 

главным критерием, а важно удобство управления, более рас-
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пространены первые два метода. Рассмотрим особенности их 

применения. 

Для получения относительно слабых полей вплоть до 

0.1 Тл чаще всего используются катушки с током, при этом 

поле высокой степени однородности можно получить, ис-

пользуя соленоид или катушки Гельмгольца. При указанных 

величинах поля, необходимые токи сравнительно невелики и 

легко обеспечиваются лабораторными средствами. 

Поля средней интен-

сивности порядка 0.1-1 Тл 

получить предыдущим спо-

собом труднее, поскольку 

требуемые при этом токи 

пропорционально возрас-

тают, а рассеиваемая теп-

ловая мощность и мощ-

ность источников питания растет быстрее, как квадрат тока, 

что и порождает ряд технических проблем. Для получения 

таких полей в лабораторной практике широко используются 

электромагниты, т.е. катушки с током, одетые на ферромаг-

нитный (железный) сердечник с зазором. Как известно, от-

носительная магнитная проницаемость железа может дости-

гать величины нескольких тысяч (у чистого железа до 

20000). Таким образом, сравнительно малым током можно 

вызвать большую намагниченность сердечника и получить в 

зазоре электромагнита магнитное поле с индукцией на не-

сколько порядков большей, чем она была бы в такой же ка-

тушке без сердечника. Физическим ограничением для полу-

чения сильных полей данным методом является величина 

магнитной индукции насыщения магнетика, достигая кото-

рую магнетик перестает вносить дальнейший вклад в вели-

чину магнитного поля (для железа индукция насыщения 

равна 2.18 Тл). 

 

A 

R 

Z 

0 d 

X 

Y 

 
Рис. 2 Система координат к расчету 

магнитного поля колец Гельмгольца 
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По этой причине для получения сильных магнитных по-
лей порядка десятков тесла применение магнитных сердечни-
ков теряет смысл, поскольку такие поля намного превосходят 
намагниченность насыщения всех известных ферромагнети-
ков. Поэтому для получения сильных полей используются 
только катушки с током. Проблемы мощности решаются либо 
применением кратковременного, импульсного, режима рабо-
ты, либо использованием сверхпроводящих катушек. Подоб-
но постоянным магнитам, сверхпроводящие магниты после 
возбуждения поля теоретически не требуют дальнейшего 
энергии. Однако значительная мощность должна тратиться на 
охлаждение обмоток, поскольку известные в настоящее время 
и пригодные к изготовлению катушек материалы обладают 
сверхпроводимостью только при низких, криогенных темпе-
ратурах. Например, сверхпроводящие магниты Большого ад-
ронного коллайдера дают индукцию до 8.5 Тл при температу-
ре жидкого гелия. В настоящее время имеются сверхпрово-
дящие магниты с полем до 22 Тл. 

Катушки Гельмгольца 
Катушками Гельмгольца называется система из двух 

одинаковых тонких катушек, расположенных соосно на рас-
стоянии, равном их радиусу. В пространстве между катушками 
получается поле высокой однородности, причем, в отличие от 
соленоида, доступ в рабочую область открыт со всех сторон. 
Платой за это удобство является некоторый проигрыш в вели-
чине поля по сравнению с соленоидом при том же токе и 
длине провода. В системе единиц СИ магнитную индукцию в 
центре системы можно рассчитать по формуле [1, §10] 

    (
 

√ 
)
   

 
            

  

 
                   

где N – число витков в каждой катушке, I – ток через катуш-

ки, R – средний радиус катушки. Проанализируем принцип 

работы катушек Гельмгольца. 
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Рассмотрим сначала систему из двух одиночных витков 

радиуса R, соосно расположенных по оси z на расстоянии d 

друг от друга (рис.2). Как следует из закона Био и Савара, по-

ле на оси одиночного витка радиуса R с током I в точке А на 

расстоянии z от его плоскости определяется следующей фор-

мулой [1, §10, пример 10.2] 

        
 

 
   

  

       
 

 ⁄
                       

В нашем случае направление тока в обеих катушках оди-

наково, и поле на оси между ними является суммой полей от 

каждой от них 

                          

Здесь во втором слагаемом учтено, что центр второй ка-

тушки сдвинут на d относительно начала координат, взятого в 

центре первой катушки. Чтобы выяснить степень однородно-

сти этого поля в окрестности координаты z, рассмотрим, чему 

равны последовательные производные от B(z, R) по z. Чем 

большее производных, обращающихся в нуль в данной точке, 

тем однороднее поле в ее окрестности. 

Функция (2) является четной, т.е. B1(z) = B1(–z), а ее про-

изводные нечетного порядка (n1 = 1, 3 …) являются нечетны-

ми функциями: 

  
             

           

Поэтому посередине между кольцами в точке z0 = d/2 

все нечетные производные от B(z,R) обратятся в нуль 

(n1 = 1, 3…): 

        ⁄       
       ⁄       

        ⁄       

Производные четного порядка n2 = 2,4... от функции (2) 

наоборот, являются функциями четными: 
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Поэтому 

              
           

Найдем вторую производную (2) в точке z0 = d/2: 

             
          

  

 
 
          

         ⁄   

Эта функция обращается в нуль в точке z = R/2. Объеди-

няя это с условием равенства нулю первой производной 

z0 = d/2, получаем для колец Гельмгольца известное соотно-

шение, необходимое для получения наилучшей однородности 

поля, а именно, что расстояние между кольцами должно рав-

няться их радиусу: 

d = R. 
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Рис.3а Индукция 

магнитного поля между 

кольцами Гельмгольца  

(в условных единицах). 

B1,2 – поля колец 1 и 2; 

B – суммарное поле колец. 

Рис.3б Линии магнитной 

индукции колец Гельмгольца 

(центральное сечение) 
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К сожалению, четвертая и последующие четные произ-

водные в точке z0 уже не равны нулю. Поэтому изменение по-

ля при отклонении от нее на z будет определяться первым 

ненулевым членом ряда Тейлора 

       
 

  
       ⁄            

Изменение поля будет иметь четвертый порядок малости 

по относительному смещению от центра системы 
  

 
 (

  

 
)
 

. 

Таким образом, поле на оси системы действительно обладает 

высокой степенью продольной однородности. Графически ре-

зультат сложения полей B1 и B2 на оси колец Гельмгольца для 

случая d = R показан на рис.3а, а линии магнитной индукции 

на рис.3б. 

Более сложные расчеты, которые мы здесь не приводим, 

показывают, что высокая однородность поля будет и в попе-

речном направлении. Таким образом, поле однородно в зна-

чительной части всего объема между катушками. 

Данный результат получен для двух бесконечно тонких 

витков. Но реально использовать систему из двух витков нель-

зя, так как величина тока, необходимая для получения даже 

небольших полей, будет слишком велика. Так как величина 

поля пропорциональна полному току через сечение кольца, то 

есть произведению силы тока на число витков NI, то реально 

применяются катушки с большим числом витков и с пропор-

ционально меньшим током. При этом размеры катушки надо 

делать с размером сечения обмотки, намного меньшим их 

среднего радиуса R0, и устанавливать на расстоянии между 

ними d0  R0, отсчитываемом от центров катушек. 
В силу симметрии системы относительно точки z0 = d0/2, 

для толстых катушек все нечетные производные магнитной 

индукции будут равны нулю, как и в случае одиночных вит-
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ков. Второе условие – обращение в данной точке в нуль вто-

рой производной B1(z) поля одиночной катушки (3) – для "не-

центральных" пар витков не будет выполняться. Те пары вит-

ков, расстояние между которыми больше их радиуса (d > R), 

при сложении полей дадут двугорбый график B(z) с провалом 

в z0, а витки, для которых d < R, наоборот, дадут максимум в 

этой точке. Поэтому, как показывают точные расчеты, при 

сложении полей вклады этих нецентральных пар витков 

усредняются и, несмотря на конечный размер сечения кату-

шек, высокая степень однородности поля все же сохраняется 

в большом объеме. 
Экспериментально "эффективный радиус" Rэф для тол-

стых катушек можно найти следующим образом. Обращение 
в нуль второй производной от B1(z) означает, что модуль пер-
вой производной имеет экстремум, то есть с удалением от 
торца катушки в данной точке поле спадает наиболее круто. 
Расстояние этой точки от центра катушки и равно Rэф, т.е. 
расстоянию, которое должно быть между центрами катушек. 
Если размеры сечения обмотки катушки малы по сравнению с 

их средним радиусом R0, то Rэф  R0. 

Измерение магнитного поля с помощью эффекта 

Холла 

Для измерения индукции магнитного поля широкое при-

менение находят датчики на основе эффекта Холла. Этот эф-

фект состоит в возникновении поперечного электрического 

поля в проводнике с электрическим током при приложении 

магнитного поля, перпендикулярного к направлению тока [1, 

§31] [2, §6.9], [3, §150]. 

Рассмотрим прямоугольный проводник с положитель-

ными носителями заряда величины q, по которому течет 

электрический ток плотности j вдоль оси Z (рис.6). При при-

ложении поперечного магнитного поля с индукцией B вдоль 

оси Y на движущиеся заряды сразу начинает действовать маг-
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нитная сила Лоренца Fм = qv×B направленная перпендику-

лярно к скорости v, в нашем случае вверх, против оси X. В 

первый момент она вызывает поперечное смещение зарядов, 

благодаря чему на верхней поверхности появляется положи-

тельный поверхностный заряд, на нижней – отрицательный. 

Когда электрическое поле E от этих зарядов возрастет до та-

кой величины, что электрическая сила Fэ = qE полностью 

скомпенсирует магнитную силу Лоренца, то накопление за-

рядов прекратится и в тоще проводника все заряды дальше 

будут двигаться строго по оси Z. Приравнивая эти силы, по-

лучаем E = vB. 

Данное поперечное электрическое поле вызывает появ-

ление разности потенциалов между верхней и нижней по-

верхностью U = Ed = vBd, которая прямо пропорциональна 

индукции поля B. Это напряжение – ЭДС Холла – можно из-

мерить вольтметром, шкалу которого поэтому можно програ-

дуировать в единицах магнитной индукции. Поскольку ЭДС 

прямо пропорциональна также и току I через проводник 

(v  I), при всех измерениях ток должен быть строго опреде-

ленной величины. 

Датчики Холла обычно изготавливаются из полупровод-

ников, где, в отличие от металлов, движение зарядов хорошо 

описывается приведенной выше классической (т.е. не кванто-

вой) теорией, и экспе-

риментальная ЭДС 

Холла действительно 

с хорошей точностью 

прямо пропорцио-

нальна величине поля. 

В полупроводниках 

ток переносится носи-

телями обоих знаков – 

электронами прово-
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Рис.6 Проводник с током и система 

координат для расчета величины 

эффекта Холла 
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димости (знак –) и дырками (знак +), вклад которых в ЭДС 

Холла противоположен, так что при определенных условиях 

она может равняться нулю. Поэтому в датчиках Холла при-

меняются не чистые, а легированные полупроводники с пре-

обладанием носителей заряда одного знака. Преимуществами 

датчиков Холла являются их малые размеры (1 мм
2
 и менее) и 

очень малая инерционность, что позволяет использовать их 

на высоких частотах до 10
10

 Гц. 

Экспериментальная установка 

Фотография экспериментальной установки показана на 

рис.7. 

Катушки Гельмгольца 1 имеют три фиксированные гнез-

да для закрепления на основании 2 с рельсом. Подвижная 

опора 3 для датчика Холла может скользить по рельсу осно-

вания. Положение опоры датчика отсчитывается по милли-

метровой шкале, закрепленной на рельсе. Сам датчик Холла 4 

размещен на конце длинной трубки 5 с ручкой, зажатой на 

опоре винтом 6. Положение датчика на конце держателя от-

мечено круговой риской. 

Помимо продольного перемещения по рельсу, датчик 

имеет поперечное смещение по направляющей 7 с миллимет-

ровой шкалой. 
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Рис. 7. Общий вид экспериментальной установки 
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Питание соленоида и катушек осуществляется от источ-
ника стабилизированного тока 8, величина тока устанавлива-
ется многооборотной ручкой 8-1 и измеряется амперметром-
мультиметром 10. Датчик Холла через специальный разъем 
соединен с блоком питания датчика 9, где вырабатывается 
управляющий ток датчика и находится усилитель напряжения 
для ЭДС Холла с коэффициентом усиления 100. На передней 
стороне блока находится тумблер включения 9-1 и ЖК-
индикатор вольтметра для усиленного сигнала датчика Хол-
ла, на задней стороне блока имеется ручка для калибровки 
нуля перед началом измерений. Блоки 8 и 9 имеют питание от 
сети переменного тока 220 В. 

Правила техники безопасности. 
При включенном источнике тока никаких изменений 

в схеме производить нельзя. 
Источник стабилизированного тока включаются в по-

следнюю очередь после сборки схемы и отключаются перед 
ее разборкой. Перед выключением источника его ток надо 
уменьшить до нуля, для чего регулятор выходного тока 8-1 
нужно вращать против часовой стрелки до появления нуле-
вого показания амперметра 10. 

При работе на установке нельзя вносить в магнитное 
поле механические наручные часы, а также ферромагнитные 
предметы. 

Эксперимент 

В упражнении измеряется пространственное распределе-

ние величины поля одиночной катушки и системы катушек 

Гельмгольца при разных расстояниях между ними. 

Параметры катушек: средний радиус R0 = 90 мм, количе-

ство витков N = 277. 

Измерения 

Установить две катушки Гельмгольца на места, разде-

ленные расстоянием d = R0. так, чтобы плоскости катушек 
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были перпендикулярны их общей оси. Смещая датчик по 

шкале поперечного перемещения 7 (рис.7), установить его по 

оси катушек Гельмгольца и записать его координату. 

Включить блок питания датчика и дать прогреться в те-

чение 10 минут. Если показания на его индикаторе будут от-

личны от нуля, установить нуль ручкой, расположенной на 

задней стороне блока. 

1) Подключить к источнику 8 только одну катушку, бли-

жайшую к датчику, включить источник тока 8 и установить 

ток 1 А. Перемещая датчик по рельсу с шагом 1 см, измерить 

и записать в таблицу показания индикатора сигнала Холла, 

начиная измерения от центра катушки и кончая расстоянием, 

где поле уменьшится до величины 10% от максимального. 

Уменьшить ток до нуля и выключить источник 8. 

2) Подключить к источнику тока 8 вторую катушку по-

следовательно с первой, соблюдая их правильную взаимную 

полярность: конец катушки 1 (гнездо "К") подсоединяется к 

началу катушки 2 (гнездо "Н"). Включить источник тока 8 и 

установить ток 1 А. Передвигая датчик по рельсу с шагом 

0.5 см, записать в таблицу показания вольтметра во всем ин-

тервале между центрами катушек. 

3) Измерить поперечное распределение поля (по оси Y на 

рис.2) при том же расстоянии между катушками d = R0, соот-

ветствующему наиболее однородному полю. Поместить дат-

чик в центр системы колец. Смещая датчик по поперечной 

направляющей 7 (рис.7) от центрального положения с шагом 

0.5 см до максимально возможного значения в пределах от-

верстия катушек, записать показания вольтметра в таблицу. 

Уменьшить ток до нуля и выключить источник 8. 

4) Установить катушки в гнезда, расстояние между кото-

рыми больше, чем R0, измерить это расстояние линейкой и 

записать. Измерить продольное распределение поля по оси 

катушек аналогично пункту 2. 
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Обработка результатов 
1) Для одной катушки: построить график измеренной 

зависимости B(z) и теоретическую зависимость B(z), рассчи-
танную по формуле (4), где вместо I надо подставить NI, где 
N – число витков катушки, указанное выше. 

На экспериментальном графике B(z) найти точку, где он 
идет наиболее круто, т.е. первая производная имеет экстре-
мум, а вторая производная – обращается в нуль. Найти рас-
стояние от этой точки до центра катушки, которое и можно 
считать ее эффективным радиусом Rэф. Это задание целесо-
образно выполнять при построении графиков специализиро-
ванными компьютерными программами, реализующими 
функцию численного дифференцирования эксперименталь-
ных зависимостей. При ручной обработке графика нахожде-
ние этой точки "на глаз" затруднительно и ввиду большой по-
грешности может только служить приблизительной оценкой. 

2) Для системы двух катушек Гельмгольца: построить 
графики двух измеренных зависимостей B(z) для разных рас-
стояний d между катушками и зависимость B(y). На графике 
B(z) для случая d = R0 построить также две эксперименталь-
ные зависимости B(z), полученные для одной катушки, сдви-

нуть их относительно друг друга на z = R0, и нанести кри-
вую, соответствующую их сумме (по аналогии с рис.3). Срав-
нить полученную кривую с измеренной экспериментально. 

По формуле (3) рассчитать теоретическое значение маг-
нитной индукции в центре катушек Гельмгольца при рассто-
янии d = R0 и сравнить с экспериментальным значением. 

Контрольные вопросы 
1. Что такое магнитное поле? Чем оно создается? Вектор 

индукции магнитного поля и единицы ее измерения. 
2. Каковы особенности лабораторных методов получения 

слабых,средних и сильных магнитных полей? 
3. В чем преимущества и недостатки методов получения 

однородных магнитных полей с помощью соленоида и кату-
шек Гельмгольца? 
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4. Закон Био-Савара для расчета магнитной индукции 
поля, создаваемого объемными и линейными токами. 

5. Исходя из закона Био-Савара, получить величину ин-
дукции магнитного поля на оси тонкого витка с током. 

6. Исходя из закона полного тока, найти магнитную ин-
дукцию 1) вокруг бесконечного проводника с током; 2) внут-
ри бесконечно длинного соленоида, в центре торца полубес-
конечного соленоида. 

7. Принцип устройства катушек Гельмгольца. 
8. Какая сила действует в магнитном поле на электриче-

ский заряд? Как направлена магнитная сила? 
9. В чем состоит эффект Холла и как он используется для 

измерения магнитного поля? 
10. Почему датчики Холла делают из легированных по-

лупроводников? 
11. Свойства датчиков Холла как инструмента измерения 

магнитных полей (точность, диапазон частот, размеры). 

Задачи 
1. Найти напряженность в центре кругового проволочно-

го витка радиусом 1см по которому течет ток 1А?  (50 А/м) 
2. Найти напряженность магнитного поля в точке отсто-

ящий на 2см от бесконечного длинного проводника, по кото-
рому течет ток 5А?  (39,8 А/м) 

3. Найти напряженность магнитного поля на оси круго-
вого контура на расстоянии 3см от его плоскости. Радиус 
контура 4см, сила тока в контуре 2А.  (12,7 А/м) 

4. Протон влетая в однородное магнитное поле с индук-
цией 0,1Тл, движется по окружности. Разность потенциалов 
0,5кВ. Определить радииус окружности. (3,23см) 

5. Поток магнитной индукции через площадь поперечно-
го сечения соленоида (без сердечника) Ф=5мкВб, длина соле-
ноида 25см. Определить магнитный момент этого соленоида. 
(1Ам

2
) 
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Лабораторная работа №20 

 

ИЗМЕРЕНИЕ УДЕЛЬНОГО ЗАРЯДА ЭЛЕКТРОНА 

Цель работы 

Задача посвящена экспериментальному определению 

удельного заряда электрона e/m методами вакуумной элек-

троники. 

Идея эксперимента 

Идея эксперимента – измерение параметра электрона e/m 

по закономерностям его ускоренного движения под действи-

ем постоянного электрического и/или магнитного поля. Ис-

пользуются два способа измерения. Первый основан на ис-

пользовании так называемого "закона трех вторых" [1, 2] или 

закона Чайлда [4]-Ленгмюра [5]-Богуславского [6], описыва-

ющего вольт-амперную характеристику вакуумного диода. 

Второй основан на закономерностях движения электрона во 

взаимно перпендикулярных постоянных электрическом и 

магнитном полях (“метод магнетрона”). 

Теоретическое введение 

Закон “трех вторых” 

Электрический ток в вакууме принципиально отличается 

от случая тока в проводнике тем, что в вакууме нет собствен-

ных носителей заряда, которые по этой причине должны со-

здаваться сторонними источниками электронов или ионов. 

Свободные электроны в вакууме можно получить за счет их 

вылета из металлического катода под действием высокой 

температуры (термоэлектронная эмиссия), путем приложения 

сильного электрического поля (автоэлектронная эмиссия), за 

счет фотоэффекта, а также другими способами. 

В вакуумном диоде с катодом, испускающим электроны 

за счет термоэлектронной эмиссии, сила тока I связана с при-
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ложенной к электродам (катоду и аноду) напряжением U бо-

лее сложной нелинейной зависимостью, чем обычная для 

проводников прямая пропорциональность, выражаемая зако-

ном Ома I = U/R, где сопротивление R = const. Типичный вид 

вольт-амперной характеристики вакуумного диода показан на 

рис.1. 

В проводнике пропорциональность плотности тока j и 

напряженности электрического поля Е (т.е. локальный за-

кон Ома) обусловлена рассеянием носителей заряда на ато-

мах вещества. В результате этого заряды движутся с посто-

янной усредненной (дрейфовой) скоростью vдр, которая 

пропорциональна напряженности электрического поля и, 

соответственно, приложенному к проводнику напряже-

нию U: 

j = vдр ~ Е,   j ~ vдр ~ Е ~ U, 

где  – плотность подвижных носителей заряда. Разуме-
ется, в вакууме такого рассеяния нет. Поэтому не средняя 

скорость, а ускорение носителей заряда будет прямо пропор-

ционально локальной напряженности поля. 

Во-вторых, с увеличением напряжения ток вообще пере-

стает расти, когда его величина достигает величины, равной 

производительности катода I0 (режим насыщения, область 3 

на рис.1). и, наконец, существенной причиной является влия-

ние пространственного заряда. В проводниках заряд носите-

лей тока в точности скомпенсирован всеми остальными заря-

дами, входящими в структуру материала. Однородные про-

водники при прохождении через них тока остаются в своем 

объеме электрически нейтральными (свободные заряды при-

сутствуют только на их поверхностях). Напротив, в вакууме 

заряд электронов ничем не скомпенсирован, и на их движе-

ние оказывает влияние не только внешнее приложенное элек-

трическое поле, но и электрическое поле отрицательного про-



204 

странственного заряда самих электронов. Это поле является 

тормозящим и приводит к тому, что при приложении не-

большого положительного напряжения U на анод (относи-

тельно катода) не все электроны достигают анода, ток мень-

ше тока насыщения и зависит от величины U (области 1 и 2 

на рис. 1). 

Закон “трех 

вторых” [1-3], 

устанавливающий 

следующую связь 

напряжения и си-

лы тока в вакуум-

ном диоде 

I ~ U
 3/2

, 

относится к 

области малых то-

ков (область 1 на 

рис. 1), значи-

тельно меньших 

производительно-

сти катода 

(I << I0). В этом 

интервале вели-

чина тока не зави-

сит от I0 и опреде-

ляется только ограничивающим действием отрицательного 

пространственного заряда. 

Рассмотрим эту часть характеристики для наиболее про-

стого случая “плоского” диода, у которого катод и анод яв-

ляются плоскопараллельными пластинами с размерами, мно-

го большими расстояния D между ними, что позволяет пре-

небречь краевыми эффектами. 

 
Рис.1 Вольт-амперная 

характеристика вакуумного диода. 

1 – область ограничения тока 

пространственным зарядом (I ~ U
3/2

) 

2 – область частичного ограничения 

тока пространственным зарядом 

3 – область насыщения тока 
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Направим ось Оx параллельно силовым линиям электри-

ческого поля, т.е. перпендикулярно электродам диода с нача-

лом на катоде (рис. 2). Все векторы – силы, напряженности 

электрического поля, скорости и ускорения электрона – будут 

параллельны х, поэтому индекс х в дальнейшем опущен. 

Если не было бы простран-

ственного заряда, электрическое 

поле внутри такого плоского кон-

денсатора было бы однородным, и 

электрический потенциал менялся 

бы линейно от катода к аноду 

(пунктир на рис. 3). Наличие отри-

цательного пространственного за-

ряда между пластинами должно 

вызвать уменьшение (“провиса-

ние”) потенциала внутри диода. 

Чтобы найти распределение 

потенциала (х), запишем уравнение Пуассона 

     
 

  
                                              

которое для рассматриваемого одномерного случая имеет вид 

   

   
  

 

  
                                            

где (x) – пространственная плотность заряда, 0 – электриче-

ская постоянная. Плотность заряда (х) выразим через плот-
ность тока из соотношения 

j = v,                                        (2) 

а скорость электронов v(x) найдем из закона сохранения 

энергии: 

 

 
                                               

 
Рис. 2 Плоский диод.  

Система координат. 

 

x 
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где e – модуль заряда электрона, а потенциал катода (x = 0) 

принят равным нулю. Здесь мы пренебрегли начальной теп-

ловой скоростью электронов при вылете из катода, т.е. поло-

жили v(0) = 0. 

В стационарном режиме плотность пространственного 

заряда (x) не зависит от времени. Поэтому сила тока через 

любую плоскость, параллельную пластинам, должна быть 

одной и той же: 

                                            

где I – модуль силы тока, j = v – плотность тока, S – площадь 

пластин, знак минус обусловлен отрицательным зарядом 

электрона. Поскольку скорость электронов v(x) возрастает по 

направлению к аноду, то плотность пространственного заряда 

(х) должна соответственно уменьшаться по модулю, и из (3), 
(4) следует 

|    | 
 

 
 

 

√ 
  

Исключив из уравнений (2)-(4) переменные  и v, прихо-
дим к дифференциальному уравнению второго порядка, 

определяющему потенциал (x) в диоде 

   

   
 

  

√ 
                                             

где 

   
 

   
√

 

  
 

Для понижения его порядка введем в качестве новой пе-

ременной первую производную потенциала E = –d/dx  (т.е. 

напряженность электрического поля). Тогда, учитывая, что 

dx =  d/E, получим 
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Получилось дифференциальное уравнение первого порядка 

 
  

  
 

  

√ 
               

  

√ 
  

Интегрируя его, получаем 

                  ⁄   

Для определения напряженности поля у катода Е(0) 

учтем следующее. Электронный газ в облаке, окружающем 

катод, находится в состоянии, близком к тепловому равнове-

сию, которое почти не нарушается, если ток через диод мал 

по сравнению с производительностью катода.  В околокатод-

ной области имеет место почти полный баланс между числом 

электронов, вылетающих из катода в электронное облако, и 

числом возвращающихся электронов. Этот баланс не будет 

нарушаться, только если напряженность электрического поля 

Е(0) у катода будет близка к нулю, то есть 

Е(0) = 0.                                      (5) 

С учетом этого граничного условия получаем 

      
  

  
       ⁄  

или 

    ⁄           

Интегрируя это уравнение (со знаком “+”, т.к. потенциал 

должен возрастать по направлению к положительному ано-

ду), окончательно получаем зависимость потенциала от коор-

динаты 
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     (
 

 
  )

  ⁄

   ⁄  (
 

 

 

   
√

 

  
)

  ⁄

   ⁄   

Здесь константа интегрирования равна нулю, поскольку 

(0) = 0. Подставляя сюда второе граничное условие 

(D) = U, где U – напряжение, приложенное к диоду, получа-
ем закон “трех вторых” 

,                                    (6) 

где постоянная C определяется выражением 

     √
 

 
        

 √ 

 

 

  
  

 

Рис. 3 

Электрический потенциал (х), скорость электронов v(x), 

плотность пространственного заряда (х) и напряженность 

электрического поля Е(х) внутри плоского диода. 

Пунктир – (х) без учета пространственного заряда. 

I CU 3 2/

     

 
 

 ~ x
4/3 

 ~ x
 

 ~ –x
–2/3 

Ex ~ – x
1/3 

D
 0

 x
 

К
ат

о
д

 

А
н

о
д

 

, v,  

, Ex 

v ~ x
2/3 

0
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Учитывая, что (х) ~ x
4/3

, из (2) (3) находим  ~ –x
–2/3

, 

v ~ x
2/3

 и Eх ~ –x
1/3

. Качественные графики этих зависимостей 

приведены на рис. 3. Как видно, плотность отрицательного 

пространственного заряда электронов (х) быстро уменьша-

ется с удалением от катода. Формальная расходимость (х) в 

окрестности нуля связана с принятым приближением нулевой 

скорости электронов при х = 0, то есть на выходе из катода. 

Отметим, что, несмотря на эту расходимость, полная величи-

на пространственного заряда при этом конечна. 
Закон "трех вторых" остается верным и для электродов 

других конфигураций, при этом от формы электродов зависит 
только величина безразмерного множителя A (доказательство 
см. в Приложении 1) Для диода с цилиндрическими концен-
трическими электродами (цилиндрический диод) 

  
 √  

 

 

  
                                         

где l – длина анода (см. Приложение 2). При выводе этого со-

отношения предполагалось, что радиус анода ra много боль-

ше радиуса катода, а также выполняется l >> ra, что позволи-

ло пренебречь краевыми эффектами на краях цилиндра. 

Таким образом, измерив экспериментальную вольтам-

перную характеристику диода I(U), можно найти коэффици-

ент C, с помощью которого, зная геометрический параметр А 

для данного диода, можно определить удельный заряд элек-

трона: 

 

 
 (

 

   
)
 

                                       

Метод магнетрона 

Значение e/m может быть найдено по траектории элек-

трона в заданном магнитном и/или электрическом поле. На 

этом основан ряд методов определения отношения заряда к 
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массе для элементарных частиц. Точность данных методов 

определяется, в основном, точностью определения парамет-

ров траектории. 

Одним из этих методов является метод магнетрона, в ко-

тором используется движение заряженной частицы во взаим-

но перпендикулярных постоянных магнитном и электриче-

ском полях. Магнетрон представляет собой цилиндрический 

диод, помещенный в однородное магнитное поле, направлен-

ное вдоль его оси (рис. 4а). 

 

 

Рис.4. Траектории электронов в поперечном сечении 

магнетрона (а) и идеализированная зависимость анодного 

тока от индукции магнитного поля (б). 

1.  B < Bкр;   2.  B = Bкр;   3. B > Bкр.     К – катод, А – анод 

В отсутствие магнитного поля электроны, вылетающие с 

поверхности цилиндрического катода К, ускоряются ради-

альным электрическим полем и летят к аноду А по радиусам. 

При включении магнитного поля на  движущийся электрон 

начинает действовать магнитная компонента силы Лоренца 

         

которая всегда перпендикулярна к направлению его скорости 

v (рис.5). Сила Лоренца не совершает работы, а может только 

повернуть вектор скорости, искривляя траекторию движения. 
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Поэтому с ростом магнитного поля траектории электронов в 

диоде начинают искривляться и приобретают более сложный 

вид, начинаясь на катоде и кончаясь на аноде лампы. Анод-

ный ток при этом сначала не меняется, поскольку, несмотря 

на искривление траектории, все электроны еще достигают 

анода (рис.4, случай 1). 

При определенном 

критическом значении 

магнитной индукции Bкр 

траектории электронов 

перестают достигать ано-

да и анодный ток в лампе 

резко уменьшается (рис.4, 

случай 2). 
При B > Bкр все элек-

троны возвращаются на ка-
тод. Они образуют в лампе 
объемный отрицательный заряд, который вращается в про-
странстве между катодом и анодом, но сила анодного тока при 
этом близка к нулю (рис.4, случай 3). В методе магнетрона сами 
траектории электронов не измеряются, но косвенно, по скачку 
анодного тока, можно зафиксировать выход электронов на кри-
тическую траекторию 2 с известными заранее геометрическими 
параметрами. По параметрам этой траектории и рассчитывается 
удельный заряд e/m. Найдем величину критического поля. 

Ввиду аксиальной симметрии электродов рассмотрим 

движение электронов в цилиндрических координатах (r, , z) 
с началом в центре диода (рис.5). 

Скорость электрона у анода va определяется пройденной 
им разностью потенциалов U между анодом и катодом: 

 

 
   

                                                 

(считаем, что начальная скорость электрона равна нулю). 

 
Рис.5 Цилиндрический диод. 

Система координат 
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Момент импульса электрона        в нашей зада-

че имеет только z-компоненту. Запишем его относительно 

центра диода и рассмотрим его изменение при пролете 

электрона. 

При вылете из катода момент импульса электрона равен 

нулю, т.к. скорость направлена по радиусу (L1z = 0). 

При критическом значении индукции Bкр траектория 

электронов касается анода. В точке касания момент импульса 

           

так как скорость в этой точке va направлена перпендикулярно 

к радиусу (ra – радиус анода). Изменение момента импульса 

электрона обусловлено только магнитной силой Лоренца, по-

скольку электрические силы направлены по радиусам и их 

момент всегда равен нулю (в том числе и при наличии сим-

метрично распределенного пространственного заряда). Мо-

мент силы Лоренца        имеет только z-компоненту: 

, 

где         – азимутальная компонента силы Лоренца, 

 – радиальная компонента скорости. 

Закон изменения z-компоненты момента импульса имеет 

вид 

            ∫     

 

 

  

где  – время полета от катода до анода. Подставляя в него 

найденные выше соотношения, получаем 

          ∫  ̇   

 

 

    ∫    
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где в последнем интеграле мы перешли к переменной инте-

грирования r и учли, что  ̇   
  

  
     . Интегрируя его, 

получаем 

      
 

 
       

    
                                

где rк – радиус катода. Исключая va из (9) и (10), получаем 

следующую связь между напряжением на диоде и критиче-

ской индукцией магнитного поля 

  
 

 

 

 
  

 (  
  

 

   
)

 

   
                             

Откуда находим 

 

 
 

  

[          
    ⁄  ]

                              

Если радиус катода мал по сравнению с радиусом анода 

(rк <<rа), то из (12) следует 

 

 
 

  

  
    

                                        

Таким образом, измерение критического поля Bкр для за-

данного напряжения на диоде U дает возможность сразу 

найти e/m. 

Экспериментальная установка 

Для измерения обоими описанными выше методами ис-

пользуется одна и та же экспериментальная установка. В ка-

честве вакуумного диода используется электронная лампа-

диод типа 3Ц18П. Общий вид установки показан на рис.6. 

Элементы установки 

В состав установки входит (рис.6): 
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-  Вакуумный диод 3Ц18П, закрепленный на подвиж-
ном основании. 

-  Соленоид 
-  Источник  для питания диода; анодное напряжение 

8…50 В измеряется цифровым мультиметром , сила тока – 
мультиметром ; Напряжение накала катода – фиксирован-
ное 3 В. Подключение к диоду через разъем . 

- Стабилизированный источник тока  для питания со-
леноида; сила тока 0…1 А измеряется цифровым мультимет-
ром . 

- Цифровые мультиметры, тип М830В. 
-  Источники стабилизированного напряжения (адап-

теры) 9 В для питания мультиметров. 
Принципиальная схема электрических соединений пока-

зана на рис.8, реальная монтажная схема соединений всех 
приборов и описание их регулировок приведены в конце опи-
сания на рис. 11  (стр. 433). 

 

Рис.6 Общий вид экспериментальной установки 

Полярность проводов  при подключении к источнику 
анодного напряжения, определяется цветом: красный провод 
(+), черный или синий (–). 
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Методика измерений 
Измерительная схема, показанная на рис.7, 11 собирается 

сразу полностью, чтобы не менять соединения проводов по 
ходу задачи. В упражнении 1, для которого магнитное поле 
не требуется, источник питания соленоида не включается. 

Перед началом измерений после включения источника 
питания диода необходимо подождать 1-2 минуты до уста-
новления стабильной температуры катода диода. 

 

Рис.7.Принципиальная электрическая схема установки 

Правила техники безопасности 
При включенных источниках напряжения никаких изме-

нений в схеме производить нельзя. 
Источники питания заземлены через сетевые розетки ев-

ростандарта и не требуют отдельного заземления. 
Источники включаются в последнюю очередь после 

сборки всей схемы и должны быть отключены перед ее раз-
боркой. До включения источников и перед их выключением 
регуляторы выходного напряжения (для анодного напряже-
ния) и величины тока (для питания соленоида) должны быть 
установлены на нуль. Это особенно важно при выключении 
тока соленоида. Ввиду его большой индуктивности резкое 
размыкание цепи при протекающем токе вызовет большую 
ЭДС самоиндукции, опасную для установки. 
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Упражнение 1. Проверка закона “трех вторых” и из-

мерение удельного заряда электрона 
Измерения 
При выключенном магнитном поле снять зависимость 

анодного тока от анодного напряжения на диоде I(U) для 
напряжений от 8 до 50 В с шагом 2 В. Результаты занести в 
таблицу. При каждом изменении напряжения необходимо по-
дождать, пока  ток через диод стабилизируется. После по-
следнего измерения напряжение нужно вернуть на нуль. 

Таблица 1. Вольтамперная характеристика диода 

U, В I, мА U
 3/2

, В
3/2 

   

   

Обработка результатов 

По полученным зна-
чениям построить графики 
I(U) и  I(U

3/2
). Если закон 

“трех вторых” (6) выпол-
няется, то второй график 
должен быть близок к 
прямой линии. Тангенс 
наклона данной прямой и 
является коэффициентом 
C в формуле (6). Парамет-
ры этой прямой лучше 
всего найти методом 
наименьших квадратов, 
что даст возможность найти погрешность измерения коэффи-
циента С и коэффициент корреляции. Менее точно это можно 
сделать графически, проведя на диаграмме прямую линию 
максимально близко к экспериментальным точкам. 

Далее по формуле (8) рассчитать величину e/m, исполь-
зуя параметр лампы A. Если на установке не указано иначе, 
взять величину A = 3.69. Оценить погрешность измерений. 

 
Рис. 8 Продольное сечение 

диода. Пунктир – 

электрические силовые линии. 

 Анод 

Катод 
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Приведенное здесь значение множителя А не равно тому, 

что дает формула (7) для данного диода. Как указывалось 

выше, формула (7) для цилиндрического диода не учитывает 

неоднородности поля на концах катода и анода. Она справед-

лива, если у анода отношение длины к радиусу достаточно 

велико. Для используемого в задаче фабричного серийного 

диода данное приближение выполняется лишь приближенно. 

Анод в нем представляет собой цилиндр, у которого один то-

рец (верхний) закрыт, а второй (нижний на рис.8), открыт. 

Кроме этого внизу вблизи анода находится диск, соединен-

ный с катодом. Это сильно меняет картину силовых линий 

внутри диода, которая приблизительно показана на рис.8. 

Все это не мешает действию закона “трех вторых”, кото-

рый имеет место при любой форме электродов (см. Приложе-

ние 1). Однако численное значение безразмерного множителя 

A будет отличаться от указанного в (7). 

Упражнение 2. Измерение удельного заряда электро-

на методом магнетрона 

Измерения 

Полностью задвинуть диод внутрь соленоида. Для двух 

фиксированных напряжений на аноде U = 30 и 40 В измерить 

зависимость анодного тока через диод Iа от тока соленоида I в 

интервале 0…1 А. Для каждого напряжении измерения про-

водятся один раз. 

В данной установке для питания соленоида использован 

специальный стабилизированный источник тока, величина 

тока регулируется многооборотной ручкой (см. рис.6, 11). 

После подключения цепи соленоида включать прибор можно 

при любом положении этой ручки. Отсоединение цепи соле-

ноида следует проводить только при выключенном токе, 

предварительно повернув данную ручку против часовой 

стрелки до обращения тока в нуль по амперметру. 
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В случае применения приборов других типов нужно ру-

ководствоваться их инструкциями. 

Измерения проводятся для всего предусмотренного диа-

пазона токов 0…1 А с шагом 0,1 А. Более тщательно нужно 

промерить интервал 0.4…0.6 А, где начинается область спада 

анодного тока, поскольку именно по ней определяется вели-

чина критического поля Bкр (причина этого обсуждается ни-

же). Этот интервал нужно пройти с шагом 0.02 А. 

После достижения максимального тока (1 А) нужно сразу 

плавно уменьшить ток соленоида до нуля. При перерыве в 

измерениях ток через соленоид необходимо выключать, что-

бы избежать его перегрева. 

Результаты первичных измерений занести в таблицу. 

Пример регистрации экспериментальных данных показан в 

таблице 2. Магнитная индукция в соленоиде рассчитывается 

по формуле B = kI. Коэффициент пропорциональности k ука-

зан на самом соленоиде и равен k  17.88±0.07 мТл/А. 

Обработка результатов 

Построить на одном графике обе измеренные зависимо-

сти анодного тока диода от индукции магнитного поля Ia(В). 

Отметить на каждом графике значения Вкр, при которых 

начиналось падение тока диода. 

Пример реального экспериментального графика Ia (В) 

приведен на рис.9. 

Таблица 2. Ток через диод Ia в зависимости 

от магнитного поля. 

U, В I, А В, мТ Ia мА Iкр, мА Bкр, мТл e/m 

30       

40       

50       
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Рис. 9. Экспериментальная зависимость тока диода Ia от 

индукции магнитного поля В.  Напряжение на диоде U = … В. 

Верхняя ось – ток соленоида 

Далее нужно рассчитать величину e/m по формуле (12) 

для обоих анодных напряжений на диоде, используя следую-

щие геометрические параметры диода: 

радиус катода rk 0.45 мм, внутренний радиус 

анода ra=5 мм. 

Ввиду того, что ra >> rk, можно использовать формулу 

(13). Все результаты занести в таблицу 2. Сравните результа-

ты с табличным значением e/m для электрона. 

Обсуждение результатов 

Необходимо отметить, что экспериментальные зависимо-

сти Ia(В) будут далеки от идеальной зависимости, показанной 

на рис.4б. После участка спада ток диода не обращается в 

нуль, а сохраняется на уровне 10-20% от первоначального то-

ка, который был в отсутствие магнитного поля. Данную осо-

бенность можно объяснить особенностями формы электродов 

диода. Как видно из рис.8, из-за наличия в диоде продольных 
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z-составляющих электрического поля часть электронов, вы-

ходящих из верхнего конца катода, попадает не на боковые 

стенки, а на верхний глухой торец анодного цилиндра. Маг-

нитное поле, заворачивая траектории электронов от боковых 

стенок, никак не может перекрыть поток данных “продоль-

ных” электронов. 

Во-вторых, в стационарном 

режиме подводимая к катоду 

энергия накала уносится выле-

тающими электронами, а также 

излучением и за счет теплопро-

водности по элементам кон-

струкции. С увеличением маг-

нитного поля в области крити-

ческого поля увеличивается ко-

личество электронов, возвращающихся на катод, в результате 

чего его температура возрастает, эмиссия электронов увели-

чивается, и это замедляет процесс спада анодного тока. 

Третье обстоятельство, искажающее теоретическую за-

висимость, связано с конструктивной особенностью данного 

диода. В пространстве между катодом и анодом в нем парал-

лельно катоду располагаются две металлические проволоки, 

поддерживающие катод сверху (рис. 11). Поскольку они 

имеют потенциал катода, вокруг этих проволок группируются 

электроны, образуя в результате "виртуальный катод", вытя-

нутый по направлению от катода к проволокам. Для электро-

нов, вылетающих из разных точек этого виртуального катода, 

начальное расстояние от центра будет разным, поэтому  бу-

дут разными и критические поля, что растягивает область 

спада (например, траектории 1 и 2 на рис. 10). 

Минимальное критическое поле будет у электронов, вы-

летающих непосредственно из катода (траектория 1). Эти 

электроны и вызовут на графике первоначальный спад анод-

 
Рис. 10. Конструкция 

диода: поперечное сечение 

 

Катод 
Держатели 

катода 

1 

2 

Анод 
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ного тока. Поэтому для определения критического поля нуж-

но было найти по графику именно эту точку начала загиба 

графика вниз. 

При обработке графика эту точку можно также прибли-

женно найти, проведя горизонтальную касательную к началь-

ному участку графика и определив место, где эксперимен-

тальные точки начинают отходить от этой касательной 

(рис.9). 

Отличие измеренных значений e/m от табличных может 

быть связана с тем, что 1) в качестве радиуса катода в форму-

ле (11) нужно фактически брать бóльшую величину, опреде-

ляемую радиусом электронного облака вокруг катода (вирту-

альный катод); 2) приведенная теория не учитывает началь-

ных тепловых скоростей электронов при выходе из катода; 3) 

электрическое поле не имеет осевой симметрии, предполага-

емой в теории, ввиду наличия проволок-держателей катода; 

4) имеется субъективность в определении Вкр по графику, что 

сильно сказывается рассчитанной величине e/m. 

Контрольные вопросы 

1. Каковы основные особенности протекания электриче-

ского тока в вакууме по сравнению с током в металлах и дру-

гих проводниках? 

2. Нарисовать качественно полную вольт-амперную ха-

рактеристику вакуумного диода. Объяснить особенности ее 

характерных участков. 

3. Изобразить качественно картину силовых линий в 

плоском диоде при наличии пространственного заряда. 

4. Как влияет пространственный заряд электронов на 

электрическое поле между катодом и анодом диода? 

5. Доказать закон “трех вторых” для диода с произволь-

ной формой электродов. 

6. Вывести закон “трех вторых” для плоского диода. 
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7. Для плоского диода теоретически вывести и начер-

тить графики распределения: а) потенциала; б) напряженно-

сти электрического поля; в) плотности пространственного 

заряда. 

8. Найти радиус вращения электрона в однородном маг-

нитном поле с индукцией В. 

9. Найти радиус кривизны траектории электрона у анода 

магнетрона при критическом магнитном поле. 

10. Вывести формулу (12) для критического поля магне-

трона. 

11. Какие факторы вызывают размытость спада тока маг-

нетрона при критической величине магнитного поля? 

12. Какие факторы вызывают погрешности измерения 

e/m в методах а) “трех вторых” б)  магнетрона. 

13. Сила Лоренца? Показать направление сила Лоренца? 

 

Задачи 

1. Определите угловую скорость вращения протона по 

окружности, которую он описывает в однородном магнитном 

поле с индукцией В=0.03 Тл. (Ответ:              ). 

2. Электрон прошедший ускоряющую разность потенци-

алов U=1кВ, влетает в однородное магнитное поле с индук-

цией В=3мТл перпендикулярно линиям магнитной индукции. 

Определите 1) силу, действующую на электрон; 2) радиус 

окружности, по которой электрон движется; 3) период обра-

щения электрона.  (Ответ:1)           ; 2) R=3,57см; 3) 

Т=11,9 нс.) 

3. Электрон, влетев в однородное магнитное поле с маг-

нитной индукцией В=30мТл, движется по окружности радиу-

сом 10 см. Определите магнитный момент эквивалентного 

кругового тока.  (Ответ: рm=4,21пАм
2
) 
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4. Как и во сколько раз отличаются радиусы кривизны 

траекторий протона и электрона, если они влетают в одно-

родное магнитное поле с одинаковой скоростью перпендику-

лярно линиям магнитной индукции?  (Ответ:
  

  
     ) 

5. Протон, обладая скоростью 10
4
 м/с, влетает в одно-

родное магнитное поле с индукцией В= 10мТл под углом 60
о
 

к направлению линий магнитной индукции. Определите ра-

диус и шаг винтовой линии, по которой будет двигаться про-

тон.  (Ответ:R=9,04мм; h=3,28см) 

Приложение 1. "Закон 3/2"для произвольных элек-

тродов 

Запишем выражение для локальной плотности тока в ва-

кууме при наличии пространственного заряда, подставив в 

него  из (1) и скорость электронов v из (3) 

         √
  

 
   ⁄     

Если увеличить напряжение на электродах U и вместе с 

ним потенциалы всех точек в n раз, т.е. подставить '(r) = 

n(r), то получим 

       ⁄   √
  

 
   ⁄        ⁄    

Таким образом, одновременное увеличение потенциалов 

в n раз и токов в n
3/2

 раз не меняет вида уравнений (12) и (1)-

(3). Поэтому плотность тока, а значит, и полный ток I, долж-

ны быть пропорциональны U
 3/2

. Само же распределение по-

тенциала в пространстве, разумеется, зависит от формы элек-

тродов. 
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Приложение 2. Теория цилиндрического диода 

Рассмотрим диод в виде двух соосных цилиндров, из ко-

торых внутренний – катод – имеет радиус rк, а внешний – 

анод –  радиус ra. В формулировке теории цилиндрического 

диода уравнение Пуассона (1) и соотношение (3), разумеется, 

остаются без изменения, но соотношение (4) для полного тока 

меняется, поскольку плотность тока уже не будет постоянной 

за счет цилиндрической симметрии задачи: 

                                           

где l длина цилиндра,  S = 2rl – площадь боковой поверхно-

сти цилиндра радиуса r. Исключив  и v из уравнений (1), (2) 

и (14), приходим к дифференциальному уравнению, опреде-

ляющему потенциал (x) в диоде 

    
  

 √ 
                                          

где    
 

     
√

 

  
. Решение ищем в цилиндрических коорди-

натах с ось z, совпадающей с продольной осью цилиндров. 

Ввиду осевой симметрии и для случая длинных цилиндров 

(l >>ra) вдали от их концов решение не зависит ни от z, ни  от 

полярного угла, поэтому  в операторе Лапласа остается толь-

ко радиальная часть и уравнение (15) приобретает вид 

 

 

 

  
( 

  

  
)  

  

 √ 
   

По аналогии с полученным выше решением для плоского 

диода (х) ~ x
4/3

, будем искать решение в степенном виде 

 = Аr
n
. Подставляя его в (15), получим 

              ⁄     ⁄                 
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Поскольку (16) должно выполняться для любых r, пока-

затели степени r должны совпадать в обеих частях, откуда 

следует (n-1)=-n/2 или n = 2/3. Подставляя n = 2/3 в (16), по-

лучаем 

  (
  

   ⁄ )

  ⁄

 (
  

     
√

 

  
)

  ⁄

  

Данное решение для потенциала  = Аr
2/3

 является част-

ным решением уравнения (15). Однако оно дает напряжён-

ность поля Е(r) = –(2/3)Ar
 –1/3

, которая не удовлетворяет гра-

ничному условию (5) нулевого поля у катода (Е(rк)  0) и по-

этому может рассматриваться только как приближенное. 

Учитывая, что к диоду приложена разность потенциалов U. 

т.е. (ra) – (rк) = U, получаем 

      ⁄                                        

где C при условии ra >> rк определяется выражением 

     √
 

 
 

где   
 √  

 

 

  
  Точное решение, удовлетворяющее гранич-

ному условию (5), сохраняет вид (16), но дает 

  
 √  

 

 

    
  

где  
2
 – некая функция от rа/rк, которую можно представить в 

виде сходящегося бесконечного ряда [3, 7]. 
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Приложение 3. Схема соединений приборов на установке 

 

Рис.11 Схема электрических соединений на установке и 

используемые в задаче средства управления 

 Вакуумный диод 3Ц18П, закреплен на подвижном 

основании, скользящем по рельсу 1-1. 

 Соленоид 

 Источник  для питания диода. 

3-1:Напряжение выхода (грубо); 3-2 Напряжение выхода 

(точно); 3-3 Выключатель питания 

 Стабилизированный источник тока  для питания 

соленоида;  

4-1: выключатель питания; 4-2: многооборотная ручка 

установки силы тока. 

Цифровые мультиметры, тип М830В. 

Источники стабилизированного напряжения (адаптеры) 9 В 

для питания мультиметров и провода их подключения не 

показаны. 
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Лабораторная работа №21 

 

ИЗУЧЕНИЕ ЯВЛЕНИЯ РЕЗОНАНСА 

В КОЛЕБАТЕЛЬНОМ КОНТУРЕ 

Цель работы 

Изучение установившихся вынужденных колебаний в 

цепях переменного тока. Получение зависимостей амплитуд 

тока и напряжения на различных элементах колебательного 

контура от частоты электродвижущей силы внешнего источ-

ника. Построение амплитудночастотных и фазочастотных ха-

рактеристик колебательных контуров с последовательным и 

параллельным соединениями их элементов. 

I. Теория 

В настоящей задаче исследуются вынужденные колеба-

ния в колебательном контуре, элементами которого являются 

конденсатор C индуктивность L и активное сопротивление R, 

соединенные последовательно (рис. 1, а) или параллельно 

(рис. 1,б) с источником питания. При этом в качестве источ-

ника питания используется либо генератор переменной ЭДС 

              (рис. 1,а), либо генератор переменного тока 

              (рис. 1,б) 

    

а)   б) 

Рис. 1. Электрические схемы последовательного (а) 

и параллельного (б) контуров 
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§ I.1. Последовательное соединение элементов контура 

Рассмотрим электрическую цепь, включающую в себя 

внешний источник, ЭДС которого меняется по гармониче-

скому закону               конденсатор C индуктивность 

L и активное сопротивление R. Записывая закон Кирхгофа 

для этой цепи, получим уравнение вынужденных колебаний в 

контуре 

 
  

  
    

 

 
                           

где I- ток, протекающий в контуре; q- заряд на пластине кон-

денсатора;    - амплитуда напряжения источника ЭДС;   - 

частота источника ЭДС. Так как сила тока   
  

  
, то уравне-

ние (1) можно записать в следующем виде: 

 
   

   
  

  

  
 

 

 
                         

Разделим обе части уравнения на L и введем обозначения 

 

 
        

 

  
   

                                     

где    - собственная частота колебательного контура в отсут-

ствие затухания,   - коэффициент затухания колебаний. 
С учетом обозначений уравнение (2) может быть преоб-

разовано к следующему виду: 

   

   
    

  

  
   

    
  

 
                       

Для установившихся колебаний решение этого уравнения 

будет выглядеть следующим образом: 

                                               

где 
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  √   
            

                         

    
   

  
    

                                        

Используя выражение (5) для q можно установить закон 

изменения тока в цепи 

  
  

  
                                       

где     
 

 
 - разность фаз между ЭДС и током в цепи, а 

    
     

 

   
 

   
 

  
 

                          

С учетом (6) можно записать выражение для зависимости 

амплитуды тока в цепи от частоты ЭДС 

       
    

  √   
            

 
  

√   (   
 

  )
 
                                              

Из формулы (10) видно, что амплитудное значение силы 

тока зависит от частоты  . Рассмотрим полученные результа-

ты подробнее. При     амплитуда тока I0=0. С ростом ча-

стоты I0 возрастает и при      √
 

  
 амплитуда тока до-

стигает максимального значения        
  

   
 

  

 
, разность 

фаз   при этом равна нулю. При дальнейшем увеличении ча-

стоты I0 уменьшается, и при     амплитуда тока       В 

итоге зависимость       имеет вид, представленный на рис. 2 

(для двух значений активного сопротивления). Эта зависи-
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мость получила название амплитудночастотной характери-

стики контура. 

Из рис. 2 видно, что чем меньше R (меньше коэффициент 

затухания  ), тем больше I0 и тем «острее» максимум кривой. 

 

Рис. 2. Зависимость I0 от частоты   для двух значений R. 

На рис.3 приведены зависимости разности фаз между 

ЭДС и током в цепи   от частоты  . Видно, что при частотах, 

близких к нулю, разность близка к  
 

 
 (говорят, что напряже-

ние отстает по фазе от тока на 
 

 
), при больших частотах раз-

ность фаз стремится к  
 

 
 (напряжение опережает ток по фазе 

на 
 

 
). При частоте      разность фаз равна нулю. Из рис.3 

видно, что чем меньше R, тем быстрее изменение   вблизи 

частоты     , в предельном случае при R=0 фаза изменя-

ется скачком при     . 

Найдем теперь зависимость напряжения на конденсаторе 

   
 

 
 от частоты  . Так как   ∫     то, проинтегрировав 

выражение (5), получим 
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∫               

  
  

          

    
                                                            

где 

   
 

  

  √   (   
 

  )
 
                       

- амплитуда колебаний напряжения на  конденсаторе, 

     
 

 
 - разность фаз между ЭДС и напряжением на кон-

денсаторе. 

 

Рис. 3. Зависимость   от частоты   для двух значений R. 

Из формулы (12) можно найти частоту   , при которой 
напряжение на конденсаторе будет максимальным. Для этого 

надо решить  уравнение 
    

  
    После  несложных, но гро-

моздких преобразований можно получить: 

   √  
  

 

 
(
 

 
)
 

    √  
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и 

   
     

  

  √  
   

  

   

                              

При Q>>1 можно записать          
           

Таким образом, измеряя напряжение на конденсаторе на ре-

зонансной частоте, можно определить добротность контура Q. 

На рис. 4 приведен вид зависимости амплитуды напря-

жения на конденсаторе от частоты ЭДС внешнего источника. 

При         
     по мере увеличения частоты    

 растет 

и при      достигает максимального значения (   
)
   

 

    , после чего начинается монотонное убывание напряже-

ния до нуля. Обратим внимание на тот факт, что частота   , 
при  которой амплитуда колебаний напряжения на конденса-

торе максимальна, несколько меньше частоты   , для кото-
рой максимальна амплитуда силы тока. 

 
Рис. 4. Вид резонансной кривой для напряжения 

на конденсаторе. 

Обычно вводится понятие ширины резонансной кривой 

   - это диапазон частот, для которых амплитуда напряжения 



233 

отличается от амплитуды напряжения в резонансе не более, 

чем в √  раз. Можно показать, что для       справедливо 

соотношение    
  

 
       

  

  
  

Таким образом, определяя ширину резонансной кривой, 

можно также найти добротность контура Q. 

По определению, добротность 

  
 

 
  

где  - логарифмический декремент затухания свободных ко-

лебаний в контуре. 

В свою очередь,     , 
где 

  
  

√  
    

 

(затухание мало), и после несложных преобразований можно 

получить формулу 

  
 

 
 √

 

 
  

 Также для добротности часто приводят формулу 

     
 

  
   

где W- энергия, запасенная в контуре,   - потери энергии в 
контуре за период колебаний. 

График зависимости разности фаз между напряжением 

источника ЭДС и напряжением на конденсаторе будет 

иметь такой же вид, как на рис. 3, только «приподнятый» 

на 
 

 
, т.к.      

 

 
. Иными словами, в точке резонанса, 

когда ток и напряжение источника совпадают по фазе, 
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напряжение на конденсаторе будет отставать по фазе от 

напряжения источника на 
 

 
.  Напомним, что напряжение на 

конденсаторе всегда (а не только при резонансе) отстает по 

фазе от тока, протекающего через конденсатор, на 
 

 
, в свою 

очередь, напряжение на индуктивности всегда опережает 

по фазе ток на 
 

 
. 

§I.2. Параллельное соединение элементов контура 

Для изучения явлений, наблюдаемых при параллельном 

соединении элементов контура (рис. 1,б), воспользуемся ши-

роко применяемым для расчета цепей переменного тока ме-

тодом комплексных амплитуд. Известно, что любой гармо-

нический сигнал 

                                           

можно представить в комплексном виде 

    (           )    (           )

   (       )                                                            

где знак Im означает, что берется только мнимая часть выра-

жения, заключенного в скобки;           - комплексная 

амплитуда гармонического сигнала. 

Представление гармонического сигнала в комплексном 

виде позволяет упростить рассмотрение процессов, происхо-

дящих в цепях переменного тока. Так как частота   одна и та 

же для всех колебаний в цепи, то множитель      можно не 

указывать, в этом случае закон Ома может быть записан не 

для мгновенных значений тока и напряжения в цепи, а для их 

комплексных амплитуд: 

                                                  



235 

где U и I - комплексные амплитуды колебаний напряжения и 

тока в цепи соответственно; Z - комплексное сопротивление 

цепи, называемое импедансом. 

Если участок цепи содержит только активное сопротив-

ление R, либо только конденсатор емкостью C, либо только 

катушку индуктивности L, то соответствующие выражения 

для импеданса имеют вид: 

             
 

   
                                    

Зная эти соотношения и применяя законы Кирхгофа к 

цепям переменного тока, можно сформулировать следующее 

правило для расчета комплексного сопротивления цепи: по-

ставить в соответствие каждому элементу цепи его комплекс-

ное сопротивление, а затем использовать правила вычисления 

суммарного сопротивления цепи для постоянного тока, т.е. 

при последовательном соединении сопротивления складыва-

ются, при параллельном - складываются обратные величины 

(проводимости). 

Значение импеданса в общем виде может быть представ-

лено в следующем виде: 

       | |                                    

где X и Y - соответственно активная и реактивная составляющие 

комплексного сопротивления; | |  √      - модуль импе-

данса;        (
 

 
) - фазовая характеристика импеданса. 

Применим полученные соотношения для расчета цепи с 

параллельным соединением элементов контура (рис. 1,б). 

Импеданс цепи находится из следующего соотношения: 

 

 
 

 

     
                                 

или 
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Умножая числитель и знаменатель (22) на          
      , получаем: 

  
                    

                
                  

При равенстве мнимой части импеданса нулю, т.е. при 

выполнении соотношения 

                                        

сопротивление цепи эквивалентно омическому. 

Решая уравнение (24) относительно  , получаем: 

   
     

   
   

    
 

 
   

    
  (  

 

  
)             

где     
 

√  
 - собственная частота незатухающих колебаний 

в контуре;   
 

 
√

 

 
 - добротность контура. 

Можно показать, что в этом случае модуль импеданса 

принимает максимальное значение, равное 

| |  
 

  
                                         

В настоящей работе для изучения рассматриваемых про-

цессов в схеме, изображенной на рис. 1,б вместо генератора 

ЭДС используется генератор переменного тока         
    , где    – амплитудное значение силы тока. Тогда значе-
ние комплексной амплитуды падения напряжения на контуре 

находится из соотношения: 

        | |                                    
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где 

    
                 

 
 

- разность фаз между падением напряжения на контуре и то-

ком. 

Для частоты   падение напряжения на контуре будет 

максимальным:    
 

  
  . Найдем комплексную амплитуду 

силы тока, протекающего через конденсатор в этом случае 

(при Q>>1): 

   
 

  

  
 

 

  
         

 

 
√

 

 
                      

Таким образом, ток, протекающий через конденсатор, по 

модулю в Q раз больше тока, даваемого генератором. Это яв-

ление носит название резонанса тока. Присутствие мнимой 

единицы в выражении (28) означает, что ток через конденса-

тор и ток от генератора отличаются по фазе на 
 

 
. 

График зависимости тока, протекающего через конденса-

тор, от частоты имеет характерный вид резонансной кривой, 

похожей на изображенную на рис. 2 (аналитическое выраже-

ние данной зависимости не приводится вследствие его гро-

моздкости). Отметим, что для определения добротности кон-

тура с параллельным соединением элементов можно восполь-

зоваться формулой   
  

  
, кроме этого, значение добротно-

сти можно оценить по отношению токов на частоте, соответ-

ствующей резонансу. Величина сдвига фаз также будет 

функцией частоты тока и будет равна нулю при частоте резо-

нанса ω. 
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II. Эксперимент 

§ II.1. Экспериментальная установка 

Исследование явления резонанса в контуре проводится 

на установке, схема которой представлена на рис. 5. В состав 

установки входят: персональный компьютер, учебная плата и 

блок питания учебной платы. 

Персональный компьютер выполняет роль «виртуально-

го» прибора. С его помощью производится измерение тока и 

напряжения на элементах контура и управление работой ге-

нератора переменного напряжения. С помощью персонально-

го компьютера производится также обработка полученных 

экспериментальных данных. 

В состав учебной платы входят (ее блок-схема представ-

лена на рис. 6): 

1. Генератор переменного напряжения, выходные клем-

мы
1
  которого - «0.5 в»,  «0.2 в»,  «0.1в» (гнезда с меньшим 

напряжением используются при частотах, близких к резо-

нансной частоте контура, так как по техническим параметрам 

установки амплитуда регистрируемого выходного сигнала не 

должна превышать 10 вольт) выведены на плату (см. рис. 6). 

 

Рис. 5. Блок-схема экспериментальной установки 
                                                                   
1
 На учебной плате клеммы обозначены черными кружками 
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Рис. 6. Блок-схема учебной платы 

2. Блок сопряжения учебной платы с компьютером, пред-

ставляющий собой электронную схему на базе микропроцес-

сора, которая с помощью аналогоцифрового и цифроаналого-

вого преобразователей (АЦП и ЦАП) позволяет как переда-

вать команды управления работой процессора, так и  преоб-

разовывать электрические выходные сигналы в цифровой 

код. Входные гнезда    
 и    

 блока сопряжения выведены на 

плату (рис. 6). 

3. Операционный усилитель (обозначен треугольником 

со знаками + и -) с сопротивлением R=10 кОм, используемый 

при исследовании резонанса в параллельном контуре (необ-

ходимость использования операционного усилителя объясня-

ется ниже). 

4. Набор элементов: 

- конденсаторы           
- резисторы              (значения ёмкостей и 

сопротивлений указаны на каждой экспериментальной уста-

новке); 



240 

- катушка индуктивности, параметры которой (индуктив-

ность L и активное сопротивление    необходимо определить 

в процессе выполнения работы. 

Управление работой установки осуществляется с помо-

щью программы, запускаемой на персональном компьютере. 

На учебной плате клеммы обозначены черными кружками. 

§ II.2. Описание работы программы 

Основным принципом построения является работа в ре-

жиме «МЕНЮ»,  когда на экране монитора предлагается спи-

сок возможных действий, из которых надо выбрать окно для 

продолжения работы. Меню состоит из нескольких «окошек», 

одно из которых окрашено другим цветом (т.н. «активное ок-

но»). При нажатии клавиши ENTER будет выполняться ди-

ректива именно этого окна. Смена активного окна осуществ-

ляется клавишами СТРЕЛКА ВВЕРХ и СТРЕЛКА ВНИЗ. 

При отказе от работы с данным меню надо нажать клавишу 

ESC, при этом программа возвращается на предыдущий уро-

вень работы. Простейшие подсказки по режиму работы, отве-

чающему активному окну, содержатся в выделенной строке 

внизу экрана. 

Кроме таких «командных» окон в меню могут встречать-

ся и «числовые» окна, в которых указаны значения некоторых 

параметров, влияющих на работу. Для изменения какого-либо 

значения необходимо сделать соответствующее окно актив-

ным и перейти в режим редактирования текста этого окна. 

Для этого надо нажать любую цифровую клавишу, после чего 

в данном окне можно работать как в обычном текстовом ре-

дакторе. Выход из режима редактирования осуществляется 

нажатием клавиши ENTER. 

После загрузки программы на экране монитора появляет-

ся основное меню, содержащее следующие команды: 
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ЭКСПЕРИМЕНТ 

ОБРАБОТКА 

АНАЛИЗ 

ВЫХОД 

 

Рассмотрим более подробно каждый из возможных ре-

жимов работы программы. 

ЭКСПЕРИМЕНТ. В этом режиме осуществляется под-

готовка к выполнению эксперимента и сам эксперимент. 

Предварительно следует собрать электронную схему в соот-

ветствии с заданием, при этом входной сигнал генератора 

гармонических колебаний подается на    
 электронной схе-

мы, а исследуемый выходной сигнал - на    
. Так как режимы 

проведения исследования зависят от типа контура (последо-

вательный или параллельный), необходимо указать тип кон-

тура (выбор типа контура осуществляется нажатием клавиши 

ПРОБЕЛ). После выполнения этих требований следует 

нажать клавишу ENTER. 

На экране появляется окно с указанием частоты (в гер-

цах) генератора переменного напряжения, значение которой 

изменяется при нажатии на клавиши СТРЕЛКА ВПРАВО 

(ВЛЕВО) в пределах от 50 до 450 герц. После выбора значе-
ния частоты следует нажать ENTER. 

Через 2-3 секунды на экране появляются графики зави-

симости входного и выходного напряжения от времени, пред-

ставляющие собой гармонические сигналы, описываемые 

уравнениями: 

                              

                                               

где      и       - соответственно амплитуды входного и вы-
ходного сигналов (в вольтах), f - частота генератора (в гер-
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цах),     и      - начальные значения фаз входного и выход-

ного сигналов (в градусах), аргументы синусов выражаются в 

градусах. 

По окончании эксперимента его результаты могут быть 

занесены в память для последующей обработки, для этого 

следует нажать клавишу ENTER. Если эксперимент по каким-

либо причинам неудачен, его результаты не следует запоми-

нать, для этого нажмите клавишу ESC. 

ОБРАБОТКА. Данный режим должен быть реализован 

сразу после выполнения эксперимента, так как в памяти со-

храняются результаты только последнего выполненного экс-

перимента. После окончания обработки данные эксперимента 

будут удалены из памяти. 

Целью обработки является определение параметров 

входного и выходного сигналов - амплитуды, частоты и 

начального значения фазы, задаваемых в соответствии с ви-

дом уравнения (29). Программа предусматривает два режима 

обработки: «самостоятельный» и «автоматический». В само-

стоятельном режиме студент имеет возможность сам опреде-

лять значения параметров экспериментальных данных, в ав-

томатическом режиме значения параметров находятся ком-

пьютером. 

Рассмотрим сначала работу в режиме «самостоятель-

ный». В данном режиме на экране, кроме графиков экспери-

ментальных зависимостей, появляется курсор в виде «креста» 

и два окошка, в которых показываются значения напряжения 

и времени в точке графика, соответствующей координатам 

центра «креста». Перемещения курсора осуществляются кла-

вишами СТРЕЛКА ВПРАВО (ВЛЕВО, ВВЕРХ, ВНИЗ), при 

этом автоматически изменяются и значения в окошках. 

Амплитуда каждого из сигналов может быть определена 

по значению напряжения в точках максимумов (или миниму-

мов). Частота определяется по результатам измерений вре-
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менных координат    и    двух соседних максимумов (или 

минимумов), тогда частота   
 

     
. 

Для определения начальной фазы колебаний поступают 

следующим образом. Находят на графике экспериментальной 

зависимости точку, соответствующую ближайшему к началу 

координат нулевому значению напряжения, причем в этой 

точке напряжение должно переходить от отрицательных зна-

чений  к положительным. В соответствии с формой записи 

(29) временная координата    этой точки будет отвечать ну-

левому значению аргумента синуса, т.е. 

              

откуда начальная фаза, выраженная в градусах, равна 

            

Таким образом, может быть найдено значение начальной 

фазы для каждого из сигналов. 

После определения всех искомых значений следует 

нажать клавишу ENTER. На экране появится числовая табли-

ца, в которую следует внести найденное значение  частоты 

(среднее для обоих сигналов), выраженное в герцах, отноше-

ние амплитуд выходного и входного сигналов, а также раз-

ность фаз            , выраженную в градусах. Затем сле-

дует перейти в окно ВВЕСТИ ДАННЫЕ В ПАМЯТЬ КОМ-

ПЬЮТЕРА и нажать ENTER. 

Компьютер самостоятельно определит значения пара-

метров и сравнит их с вычисленными студентом. Если ре-

зультаты совпадут с точностью не хуже 10%, то на экране по-

явится таблица с данными компьютерной обработки, которые 

следует занести в память компьютера, нажав ENTER. При 

этом появится сообщение, что исследуемой цепочке присвоен 
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номер 1. Если такого совпадения не будет, то компьютер 

предложит повторить обработку. 

При повторном проведении измерений с новым значени-

ем частоты выполняются аналогичные действия, только после 

завершения обработки появится окно, в котором будет пред-

ложено указать, проводилось ли измерение с той же самой 

цепочкой, что и в предыдущем измерении (в этом случае сле-

дует нажать HOME), или с новой цепочкой (клавиша END). 

Если цепочка новая, то ей автоматически будет присвоен сле-

дующий порядковый номер. Необходимость такого указания 

связана с тем, что число экспериментов с каждой из изучае-

мых цепочек произвольно, и момент перехода к измерениям с 

новой цепочкой заранее не определен. 

В режиме «автоматический» компьютер самостоятельно 

определит значения параметров и предложит занести их в 

память. 

Обработка данных для параллельного контура имеет ряд 

особенностей и может проводиться только в автоматическом 

режиме. Остановимся более подробно на данном режиме. Как 

отмечалось выше, в параллельном контуре наблюдается резо-

нанс токов, поэтому в схеме включения, представленном на 

рис. 1б, следует  использовать генератор тока. Поэтому в 

настоящей задаче используется операционный усилитель ОУ 

(рис. 6). Не останавливаясь подробно на работе приведенной 

схемы, при дальнейшем рассмотрении будем считать, что 

операционный усилитель есть «генератор тока», т.е. источник 

переменного тока фиксированной амплитуды, не зависящей 

от частоты. Так как на    
 и    

 подается напряжение, то для 

нахождения силы тока необходимо знать параметры тех эле-

ментов, с которых снимается напряжение. Так, на    
 подает-

ся напряжение с сопротивления, соединенного со знаком 

«минус» ОУ, равного 10 кОм, а на    
 должно обязательно 

подаваться напряжение с конденсатора   , равного 470 нФ. 
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Значения этих элементов  введены в память компьютера, ко-

торый самостоятельно пересчитывает измеренные напряже-

ния в ток (с учетом изменения фазы тока на конденсаторе), и 

при подсчете отношения  выходного и входного сигналов и 

разности фаз указывает именно отношение силы тока в кон-

туре к силе тока во внешней цепи и разность фаз между паде-

нием напряжения на контуре и силой тока генератора. По-

этому при проведении измерений с параллельным контуром 

не забудьте указать это (в режиме ЭКСПЕРИМЕНТ), все 

остальные вычисления программа делает самостоятельно. 

АНАЛИЗ. В этом разделе можно просмотреть результа-

ты обработки данных для всех экспериментов, изменить не-

которые из параметров (все это осуществляется в режиме, 

называемом режимом просмотра данных), а также  просмот-

реть графики амплитудно-частотной и фазово-частотной ха-

рактеристик (АЧХ и ФЧХ) для каждой из цепочек (режим по-

строения графиков). При нажатии на клавишу можно полу-

чить краткую информацию о списке команд, выполняемых в 

каждом из режимов. 

При входе в раздел АНАЛИЗ на экране появляется таб-

лица, содержащая результаты обработки всех экспериментов 

с указанием номера эксперимента и номера цепочки. В дан-

ном режиме просмотра данных возможно осуществление сле-

дующих команд: 

1. Клавиши СТРЕЛКА ВПРАВО (ВЛЕВО) позволяют пе-

ремещаться по таблице, если число экспериментов велико и 

все их результаты не могут быть одновременно представлены 

на экране. 

2. Клавиша INS позволяет изменить номер цепочки для  

выбранного номера эксперимента. Эта команда позволяет ис-

править ошибки, возможные при проведении обработки, ко-

гда неверно указывается, с какой из цепочек (предыдущей 

или новой) был проведен последний эксперимент. 
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3. Клавиша DEL позволяет удалить результаты одного из 

экспериментов, для этого следует ввести его номер и нажать 

ENTER. 

4. Клавиша TAB позволяет перейти в режим построения 

графиков. 

При переходе в режим построения графиков программа 

запрашивает номер цепочки, для которой следует построить 

график АЧХ. В дальнейшем в этом режиме возможно осу-

ществление следующих команд: 

1. Клавиши СТРЕЛКА ВПРАВО (ВЛЕВО) позволяет пе-

реходить от построения графика АЧХ к построению графика 

ФЧХ и обратно. 

2. Клавиша INS позволяет добавить к уже имеющимся на 

экране графикам еще один, указав номер цепочки. Каждый из 

графиков изображен своим цветом, справа от области графи-

ков таким же цветом указан соответствующий номер цепочки. 

3. Клавиша DEL позволяет удалить с экрана график од-

ного из экспериментов, для этого следует ввести его номер и 

нажать ENTER. 

4. Клавиша ENTER вызывает появление курсора  на 

экране для определения параметров представленных графи-

ков (аналогично работе в режиме ОБРАБОТКА). 

5. Клавиша TAB позволяет перейти в режим просмотра 

текста. 

ВЫХОД. Данный режим предусматривает, кроме выхода 

из программы по завершении работы (клавиша ESC), и воз-

можность удаления результатов всех ранее выполненных 

экспериментов (очистка памяти компьютера) без выхода из 

программы. Для этого требуется нажать клавишу DEL и вер-

нуться в программу, при этом нумерация экспериментов 

начинается с единицы. При отказе от выхода из программы с 

сохранением всех данных нажмите ENTER. 
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§II.3. Проведение экспериментальных исследований 

Упражнение 1. Изучение явления резонанса в контуре 

с последовательным соединением элементов и определе-

ние параметров  катушки индуктивности. 

Целью данного упражнения является получение зависи-

мостей амплитуды и фазы от частоты вынужденных колебаний 

для различных значений активного сопротивления последова-

тельного контура, определение добротности каждого из конту-

ров, построение графика зависимости добротности от величи-

ны сопротивления, нахождение параметров катушки индук-

тивности. Схема соединения элементов последовательного ко-

лебательного контура и подключения генератора переменного 

напряжения и измерительных приборов представлена на рис.7. 

В данном упражнении производится измерение переменного 

напряжения, подаваемого на последовательный колебательный 

контур    
, и напряжения на конденсаторе    

. 

 

Рис. 7. Схема последовательного колебательного контура. 

1. Соберите электронную схему из элементов учебной 

платы, состоящую из последовательного соединенных гене-

ратора переменного напряжения (гнездо «0,5 в»), катушки 

индуктивности L, резистора    и конденсатора   . На вход 1 
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подается напряжение с генератора, на вход 2 - с конденсатора 

(рис. 8). 

 

Рис. 8. Схема соединения элементов учебной платы 

при выполнении упражнения 1. 

2. Войдите в режим ЭКСПЕРИМЕНТ, укажите тип кон-

тура ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ, выберите произвольное зна-

чение частоты вынужденных колебаний и проведите экспе-

римент. Занесите результаты в память компьютера. 

3. Войдите в режим ОБРАБОТКА. По указанию препода-

вателя следует выбрать один из режимов: «самостоятельный» 

или «автоматический». Проведите обработку в соответствии с 

приведенными выше для режима указаниями. 

4. Измените значение частоты вынужденных колебаний и 

повторите действия, описанные в пп. 2 и 3. 

5. Проведите 25-30 измерений, изменяя частоту вынуж-

денных колебаний таким образом, чтобы можно было при 

просмотре результатов в режиме АНАЛИЗ получить наибо-

лее полную информацию о параметрах резонансного контура. 

Вблизи резонанса измерения следует проводить с минималь-
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но возможным шагом по частоте, при этом используется вы-

ход генератора с меньшим напряжением. 

6. После выполнения действий, указанных в п.5, войдите 

в режим АНАЛИЗ, постройте график амплитудно-частотной 

характеристики исследуемого контура и вызовите курсор для 

определения параметров. С помощью курсора и на основе 

формул, приведенных в теоретическом введении: 

- определите резонансную частоту контура и по извест-

ному значению емкости определите индуктивность катушки; 

- предложите не менее двух способов определения доб-

ротности контура, и найдите этими способами значение доб-

ротности, сравните полученные результаты; 

- зная значение добротности контура, найдите величину 

активного сопротивления R всего контура, затем по извест-

ному значению сопротивления    найдите сопротивление    

катушки индуктивности          . 

7. Замените в исследуемом контуре сопротивление    на 

сопротивление   , затем -  на сопротивления    и   . Прове-

дите с каждым из контуров измерения, описанные выше (пп. 

5 и 6), и по каждой из получившихся резонансных кривых в 

соответствии с указаниями п.6 определите параметры систе-

мы. Сравните полученные значения параметров катушки ин-

дуктивности, укажите причины несовпадения (если такое бу-

дет наблюдаться). 

Проведите измерения с контуром, в котором отсутствует 

какое-либо из сопротивлений   -  . В этом случае роль ак-
тивного сопротивления в контуре будет играть сопротивле-

ние    катушки индуктивности. Определите величину сопро-
тивления. 

8. Вызвав в режиме АНАЛИЗ на экран одновременно 

графики для всех исследованных контуров, зарисуйте каче-

ственно вид кривых АЧХ и ФЧХ. Поясните причины их из-

менения. 
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9.Соберите схему с использованием любого из активных 
сопротивлений   ,   ,    или без сопротивления, заменив 
при этом конденсатор    на   . Проведите для этого контура 
полный цикл измерений (пп 5-6). Аналогичный цикл измере-
ний проведите и для случая использования конденсатора   . 

10. Вызовите в режиме АНАЛИЗ на экран одновременно 
графики для случаев, когда измерения проводились с различ-
ными конденсаторами   ,    и   . Зарисуйте качественно вид 
кривых АЧХ и ФЧХ. Поясните причины их изменения. По-
стройте для данных измерений график зависимости доброт-

ности каждого контура и его резонансной частоты от 
 

√ 
   По-

ясните вид полученной зависимости. 

Упражнение 2. Изучение явления резонанса в контуре 

с параллельным соединением элементов. 

Целью данного упражнения является получение резо-
нансной кривой (зависимости амплитуды и фазы от частоты 
вынужденных колебаний) для параллельного контура и опре-
деление его добротности. В данном упражнении используется 
«генератор тока» - устройство, которое поддерживает посто-
янный ток в цепи для различных значений частоты генерато-
ра. Схема соединения элементов параллельного колебатель-
ного контура и подключения генератора и измерительных 
приборов представлена на рис. 9. При этом в данном упраж-
нении измеряются падение напряжения на сопротивлении 
     

  и падение напряжения на контуре    
, после чего рас-

считываются ток, протекающий через R, и ток в контуре. 
1. Соберите электронную схему, указанную на рис. 10. 

Будьте внимательны при сборе схемы, в данном случае роль  
«земли» выполняет точка «минус» операционного усилителя. 
Параллельно операционному усилителю и друг другу уста-
навливаются катушка L с любым активным сопротивлением 
или без него (на рис. 10 подсоединено сопротивление   ) и 
конденсатор   . 
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Рис. 9. Схема параллельного колебательного контура. 

2. В режиме ЭКСПЕРИМЕНТ укажите, что изучается па-
раллельный контур. Проведите измерения аналогично изме-
рениям в упр.1. Как указано выше, в качестве расчетных па-
раметров будут представлены отношение токов в контуре и 
во входной цепи, разность фаз между падением напряжения 
на конденсаторе и током во входной цепи. 

3. Используя зависимость тока от частоты ЭДС источни-
ка определите добротность параллельного контура. Зарисуйте 
вид амплитудночастотной и фазочастотной характеристик и 
сравните их с аналогичными характеристиками для последо-
вательного контура. 

 

Рис. 10. Схема соединения элементов учебной платы 
при выполнении упражнения 2. 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое колебания? Свободные колебания? Гармо-

нические колебания? Периодические процессы? 

2. Дайте определения амплитуды, фазы, периода, часто-

ты, циклической частоты колебания. 

3. Выведите формулы для скорости и ускорения гармо-

нически колеблющейся точки как функции времени. 

4. Какие процессы происходят при свободных гармони-

ческих колебаниях в колебательном контуре? Чем определя-

ется их период? 

5. Запишите и проанализируйте дифференциальное урав-

нение свободных гармонических колебаний в контуре. 

6. Запишите дифференциальное уравнение затухающих 

колебаний и его решение. Проанализируйте их для механиче-

ских и электромагнитных колебаний. 

7. Что такое коэффициент затухания? Декремент затуха-

ния? Логарифмический декремент затухания? В чем заключа-

ется физический смысл этих величин? 

8. От чего зависит амплитуда вынужденных колебаний? 

Запишите выражение для амплитуды и фазы при резонансе. 

9. Что называется резонансом? Какова его роль? 

10. От чего зависит индуктивное сопротивление? Ем-

костное сопротивление? Что называется реактивным сопро-

тивлением? 

11. Как сдвинуты по фазе колебания переменного напря-

жения и переменного тока текущего через конденсатор? Ка-

тушку индуктивности? Резистор? Ответ обосновать также с 

помощью веторных диаграмм. 

12. Нарисуйте и объясните векторную диаграмму для це-

пи переменного тока с последовательно внлюченными рези-

стором, катушкой индуктивности и конденсатором. 
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Лабораторная работа 22 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИКА 

Цель работы 

Экспериментальное определение фокусного расстояния 

собирающей и рассеивающей линз различными методами; 

изучение сферической и хроматической аберраций линзы. 

Идея эксперимента 

Оптическая система, состоящая из одной или нескольких 

линз, позволяет получить на экране четкое изображение ис-

точника света. Измеряя линейные размеры системы, можно 

рассчитать фокусные расстояния и другие параметры исполь-

зуемых линз. 

I. ТЕОРИЯ 

1.1. Основные положения геометрической оптики 

При практическом рассмотрении вопросов формирова-

ния изображений в оптических системах большая часть ре-

зультатов может быть получена на основе представлений 

геометрической оптики. Одним из основных понятий геомет-

рической оптики является понятие луча света как линии, 

вдоль которой распространяется энергия оптического излуче-

ния. Среда, в которой распространяется свет, характеризуется 

абсолютным показателем преломления n, равным отношению 

скорости распространения света в вакууме c к фазовой скоро-

сти распространения света в среде v: n = c/v. 

Основными законами геометрической оптики являются: 

1. Закон прямолинейного распространения света  в 

однородной среде свет распространяется по прямым линиям 

(отступление от закона — явление дифракции). 
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2. Закон независимости световых пучков  распро-

странение всякого светового пучка в среде не зависит от 

наличия других пучков (отступление от закона  явление 

интерференции). 
3. Закон отражения света от поверхности раздела двух 

сред  падающий и отраженный лучи света лежат в одной 

плоскости с нормалью к границе раздела двух сред в точке 

падения, называемой плоскостью падения, причем угол паде-

ния равен углу отражения. 

4. Закон преломления света на границе раздела про-

зрачных сред  падающий и преломленный лучи лежат в 

плоскости падения
*)

, причем для угла падения 1 и угла пре-

ломления 2 справедливо соотношение: 

n1 sin 1 = n2 sin 2, 

где n1 и n2 — абсолютные показатели преломления света со-

ответственно первой и второй оптически однородных и изо-

тропных сред. 

Законы геометрической оптики могут быть получены из 

уравнений Максвелла, если длину волны излучения  устре-

мить к нулю (0). 

Источник света представляется как совокупность светя-

щихся точек, каждая из которых является вершиной расхо-

дящегося пучка лучей, называемого гомоцентрическим, т.е. 

имеющим общий центр
**)

. Если свет от точечного источника 

после прохождения оптической системы вновь собирается в 

одной точке, то эту точку называют точечным или стигмати-

ческим изображением источника. Две точки (источник и его 

изображение) называются сопряженными точками данной 

оптической системы. Вследствие обратимости хода световых 
                                                                   
*)

 Отступление от этого закона наблюдается в двулучепреломляющих средах. 
**)

 Оптическая система, в которой сохраняется гомоцентричность пучков, 

называется идеальной. 
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лучей источник и его изображение можно поменять местами. 

Изображение называется действительным, если лучи дей-

ствительно пересекаются в точке. Если пересекаются не сами 

лучи, а их продолжения, проведенные в направлении, проти-

воположном направлению распространения света, то такое 

изображение называют мнимым. Аналогично действитель-

ным и мнимым может быть и точечный источник света 

(рис.1). 

A

A

Оптическая

система

   

A

Оптическая

система

A

 

а)    б) 

Рис.1. Схема прохождения лучей через оптическую систему: 

а) действительный источник А, мнимое изображение А’; 

б) мнимый источник A, действительное изображение A’. 

Основным элементом большинства оптических систем 

является сферическая линза  прозрачное однородное тело, 

ограниченное двумя сферическими поверхностями (или од-

ной сферической и одной плоской), имеющими общую ось
)

. 
Линза считается тонкой, если ее толщина пренебрежимо мала 

по сравнению с радиусами кривизны ограничивающих по-

верхностей. Таким образом, тонкую линзу можно считать ле-

жащей в плоскости. 

Линия, проходящая через центры кривизны обеих сфери-

ческих поверхностей линзы, называется главной оптической 

осью. Точка пересечения главной оптической оси с плоско-

стью, в которой расположена тонкая линза, называется опти-

                                                                   

) Линзы могут быть также параболическими, цилиндрическими и т.д. 
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ческим центром линзы. Любой луч, проходящий через опти-

ческий центр тонкой линзы, не испытывает преломления и не 

меняет направления распространения. Любая линия, прохо-

дящая через оптический центр линзы, называется оптической 

осью линзы (побочной оптической осью). 

Рассмотрим оптическую систему, состоящую из одной 

тонкой линзы. Пусть свет от источников падает на линзу сле-

ва. Тогда полупространство слева от плоскости линзы (т.е. 

откуда идут лучи) называют пространством источников (или 

предметов), справа — пространством изображений. 

Если на линзу направить пучок лучей, параллельных 

главной оптической оси, то после прохождения линзы все лу-

чи соберутся в одной точке, называемой главным фокусом 

линзы. Фокус линзы может быть как действительным, так и 

мнимым. Фокусным расстоянием F линзы называется рассто-

яние от центра линзы до ее фокуса. Фокусное расстояние 

сферической линзы можно найти по формуле: 

 

 
         (

 

  
 

 

  
)  

где R1 и R2 — радиусы кривизны сферических поверхностей 

линзы; n21 — относительный показатель преломления матери-

ала линзы, равный отношению абсолютных показателей пре-

ломления материала линзы и окружающей среды. При этом, 

если поверхность линзы выпуклая, то R > 0, если вогнутая, то 

R < 0, а если плоская, то R = . Линза, у которой фокусное 

расстояние положительно, называется собирающей, линза с 

отрицательным фокусным расстоянием называется рассеива-

ющей. Таким образом, при n21 > 1, если обе поверхности лин-

зы — выпуклые, то F > 0 (линза собирающая), если вогнутые, 

то F < 0 (линза рассеивающая). 

Каждая линза имеет два главных фокуса, находящихся на 

одинаковом расстоянии от центра линзы. Фокус, располага-
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ющийся в пространстве источников, называют передним фо-

кусом линзы, а фокус в пространстве изображений  задним 

фокусом. В случае собирающей линзы лучи от бесконечно 

удаленного источника будут собираться в заднем фокусе 

(изображение действительное), а в случае рассеивающей лин-

зы в переднем фокусе будут собираться продолжения лучей 

(изображение мнимое). 

Плоскость, перпендикулярная главной оптической оси и 

находящаяся от центра линзы на расстоянии, равном |F|, 

называется фокальной плоскостью линзы. Таких плоскостей 

две  передняя и задняя. Если на линзу вдоль какой-либо ее 
оптической оси направить параллельный пучок света, то все 

лучи или их продолжения соберутся в точке пересечения этой 

оси с фокальной плоскостью линзы (соответственно, перед-

ней или задней). 

Вводится также понятие оптической силы линзы D как 

величины, обратной фокусному расстоянию F, выраженному 

в метрах: D = 1/F. Оптическая сила измеряется в диоптриях 

(1 дптр = м
–1

). Для собирающих линз D > 0, для рассеиваю-

щих D<0. 

В рамках геометрической оптики ограничиваются, как 

правило, рассмотрением центрированных систем и парак-

сиальных лучей. Система называется центрированной, если 

центры кривизны всех сферических поверхностей распо-

ложены на одной прямой, т.е. главные оптические оси всех 

линз совпадают. Параксиальными называются лучи, обра-

зующие малые углы с главной оптической осью и норма-

лями к преломляющим поверхностям системы. Для идеаль-

ных центрированных систем можно доказать, что любой 

источник в виде плоскости, прямой или точки будет давать 

изображение также в виде соответственно плоскости, пря-

мой или точки, за исключением источников в фокальной 

плоскости. 
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Для тонкой линзы справедлива следующая формула, 

называемая формулой тонкой линзы: 

 

 
 

 

 
 

 

 
                                             

где а — расстояние от источника до линзы, b — расстояние 
от линзы до изображения. Величины a и b могут быть как по-
ложительными, так и отрицательными. Если источник и его 
изображение являются действительными, т.е. источник рас-
положен в пространстве источников, а изображение — соот-
ветственно в пространстве изображений, то a>0 и b>0. Если 
же источник или его изображение — мнимые, то и соответ-
ствующие значения a или b отрицательны. 

1.2. Способы построения изображения в линзах 
При построении изображения точечного источника, по-

лучаемого с помощью линзы, необходимо провести как ми-
нимум два не совпадающих друг с другом луча, идущих от 
этого источника, тогда точка пересечения лучей (или их про-
должений) даст положение изображения (действительного 
или мнимого). Обычно используют те лучи, направление рас-
пространения которых после прохождения линзы известно. 
Для таких лучей можно сформулировать следующие правила: 

1) луч, параллельный главной оптической оси, после 
преломления в собирающей (рассеивающей) линзе пройдет 
через ее задний (передний) фокус; 

2) луч, идущий через оптический центр линзы в любом 
направлении, не испытывает преломления и пройдет без из-
менения направления; 

3) луч, проходящий через передний (задний) фокус соби-
рающей (рассеивающей) линзы, пойдет параллельно главной 
оптической оси; 

4) луч, параллельный какой-либо оптической оси соби-
рающей (рассеивающей) линзы, пройдет через точку пересе-
чения этой оси с задней (передней) фокальной плоскостью. 
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На рис. 2 и 3 для собирающей и рассеивающей линз 

приведены схемы построения изображения двух точечных 

источников A и B, один из которых (В) находится на главной 

оптической оси. На каждом из лучей, идущих от источни-

ков, указан номер одного из выше перечисленных правил, в 

соответствии с которым он построен. Для источника A про-

ведены только лучи 1–3, которые пересекаются в одной точ-

ке. Для источника B, расположенного на главной оптической 

оси, лучи 1–3 совпадают с этой осью, поэтому для нахожде-

ния изображения следует воспользоваться правилом 4. Для 

этого следует провести от источника произвольный луч (луч 

4), пересекающий плоскость линзы в точке B0, затем прове-

сти параллельный ему луч, проходящий через центр линзы 

(на данных рисунках этот луч совпадает с лучом 2). Точка 

пересечения этого луча с фокальной плоскостью (на рисун-

ках обозначена Bf) и будет той точкой, в которой соберутся 

все лучи, параллельные лучу 2, в том числе и луч 4. Соеди-

няя точку Bf с точкой B0, получим, что точка пересечения 

этой прямой с главной оптической осью и даст положение 

изображения B. 

A

A

B
B

Bf

B0

F F

1

2

3

4

 

Рис. 2. Построение изображения в случае собирающей линзы 
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С помощью тех же правил 1–4 можно построить изо-

бражение в случае мнимого источника. На рис. 4 приведены 

примеры такого построения для собирающей и рассеивающей 

линз, когда мнимый источник А находится в пространстве 

изображений. Для построения изображения проведем через 

точку А два луча, один из которых параллелен главной опти-

ческой оси, а второй проходит через центр линзы (соответ-

ственно лучи 1 и 2). Используя правила 1 и 2, можно найти 

положение изображения А точки А. Из рис. 4 видно, что в 

случае собирающей линзы изображение будет действитель-

ным, а в случае рассеивающей — мнимым
) 

A

A
B

B

Bf

B0

F
F

1

2

3

4

 

Рис.3. Построение изображения в случае рассевающей линзы 

                                                                   

) В случае собирающей линзы изображение всегда будет действительным, а в 

случае рассеивающей — может быть как мнимым, так и действительным 

(см. ниже). 
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Выше уже отмечалось, что для протяженного источника 

в виде отрезка прямой линии изображением является также 

отрезок прямой, поэтому для его нахождения достаточно по-

строить изображения двух крайних точек источника, а затем 

соединить их прямой. Если прямолинейный источник распо-

ложен параллельно плоскости линзы, то и его изображение 

также будет параллельным этой плоскости. Отношение попе-

речных размеров изображения и источника называют увели-

чением системы. Нетрудно получить, что для увеличения d 

справедлива формула: 

  
| |

| |
               

F

A

A

1

2

    

F

A

A

1

2

 

Рис. 4. Построение изображения в случае мнимого источника 

для собирающей и рассеивающей линз: A — мнимый 

источник, A — изображение,  F — фокус линзы. 

В зависимости от соотношения между расстояниями от 

источника до линзы a и фокусного расстояния линзы F изоб-

ражение может быть действительным или мнимым; уве-

личенным, равным или уменьшенным; прямым или обратным 

(неперевернутым или перевернутым). В таблицах 1 и 2 при-

водятся данные о характеристике изображения, получаемого 

с помощью собирающей и рассеивающей линз. 
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Таблица 1. Характеристика изображения источника в за-

висимости от положений источника и изображения в случае 

собирающей линзы (F>0). 

№ 
Положение 

источника, a 

Положение 

изображения, b 

Характеристика 

изображения 

1 a > 2F F < b < 2F Обратное, действитель-

ное, уменьшенное 

2 a = 2F b = 2F Обратное, действитель-

ное, равное 

3 F < a < 2F b > 2F Обратное, действитель-

ное, увеличенное 

4 0 < a < F b < 0 Прямое, мнимое, 

увеличенное 

5 a < 0 b > 0 Прямое, действитель-

ное, уменьшенное 

Таблица 2. Характеристика изображения источника в за-

висимости от положений источника и изображения в случае 

рассеивающей линзы (F<0). 

№ 
Положение 

источника, a 

Положение 

изображения, b 

Характеристика 

изображения 

1 a > 0 b < 0 Прямое, мнимое, 

уменьшенное 

2 – |F| < a < 0 b > 0 Прямое, действительное, 

увеличенное 

3 –2|F| < a < –

|F| 

b < –2|F| Обратное, мнимое, 

увеличенное 

4 a = –2|F| b = –2|F| Обратное , мнимое, 

равное 

5 a < –2|F| –2|F| < b < –|F| Обратное, мнимое, 

уменьшенное 
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Если оптическая система состоит из нескольких линз, то 

при построении изображения можно поступить следующим 

образом. Сначала строится изображение в первой линзе, ко-

торое затем становится «источником» для следующей линзы 

и т.д. На рис. 5 приведен пример построения изображения для 

системы, состоящей из собирающей и рассеивающей линз. 

Собирающая линза с фокусным расстоянием F1 дает обратное 

действительное изображение AB источника AB. Рассеиваю-

щая линза с фокусным расстоянием F2 установлена таким об-

разом, что для нее «источник» AB является мнимым (a<0) и 

выполняется условие |a|<|F2|. Тогда изображение AB мни-

мого «источника» AB, выполненное аналогично построению, 
проведенному на рис. 4, будет действительным. Применение 

такой оптической системы позволяет определить фокусное 

расстояние рассеивающей линзы по результатам измерения 

расстояний от рассеивающей линзы до точек B и B. 

F1

A

A 

F1

F2F2

A 

B
B  B 

 

Рис. 5. Построение изображения для оптической системы, 

состоящей из собирающей и рассеивающей линз: A — 

мнимый источник, A — изображение, F — фокус линзы 
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1.3. Определение фокусного расстояния линзы 

1.3.1. Собирающая линза 

Существует большое количество методов эксперимен-

тального определения фокусного расстояния линзы. Остано-

вимся лишь на трех из них, применяемых при выполнении 

данной работы. 

Метод I. Фокусное расстояние линзы F можно опреде-

лить, исходя из формулы (1) для тонкой линзы: 

  
   

   
                                        

Расстояния a и b измеряются на установке, состоящей из 

собирающей линзы, источника света, объекта и экрана для 

наблюдения изображения. Так как на экране можно наблю-

дать только действительное изображение, то для собирающей 

линзы должно быть выполнено условие a>F (см. табл.1). 

Недостатком такого способа определения фокусного рас-

стояния линзы является то, что на самом деле любая линза не 

является тонкой, и расстояния следует отсчитывать от соот-

ветствующих главных плоскостей линзы, определение кото-

рых довольно затруднительно. 

Метод II. Если источник света и экран находятся на рас-

стоянии L, более чем в 4 раза превышающее F, то всегда 

найдутся два таких положения линзы с соответствующими 

расстояниями до объекта и изображения         и        , 

при которых на экране будет наблюдаться четкое изображе-

ние. Так как                то, исходя из формулы 

(1), можно получить, что       и      . 
Обозначим через s расстояние, на которое следует пере-

местить линзу для перехода от первого изображения ко вто-

рому:         или         (пусть для определенности 

a2>a1). Тогда из соотношений 
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и 

                      

следует, что 

   
   

 
     

   

 
  

Тогда из формулы тонкой линзы получим: 

  
           

  
                                    

Описанный способ определения фокусного расстояния 

линзы является наиболее общим и применимым как для тонких, 

так и для толстых линз, так как, в отличие от первого способа, 

измеряются не расстояния до линзы, а ее перемещение. 

Метод III. Если при проведении измерений вторым спо-

собом уменьшать расстояние L между объектом и экраном, то 

оба положения линзы, дающие четкое изображение, будут 

сближаться, и при L = 4F сольются друг с другом. Найдя это 

положение, можно также найти фокусное расстояние: 

  
 

 
                                                   

Однако визуально различить случаи, когда при переме-

щении линзы будет наблюдаться только одно изображение 

или два близко расположенных изображения, довольно за-

труднительно, поэтому при измерениях, проводимых указан-

ным способом, возможны существенные погрешности. 

1.3.2. Рассеивающая линза 

Из табл. 2 следует, что с помощью рассеивающей линзы 

действительное изображение можно получить только когда 
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a<0 и |a|<|F|, т.е. источник света должен быть, во-первых, 

мнимым, и, во-вторых, находиться от линзы на расстоянии, 

меньшем ее фокусного расстояния. Добиться выполнения 

обоих условий можно, если перед рассеивающей линзой 

установить собирающую (рис. 5). Эта линза даст действи-

тельное изображение AB, которое станет «источником» све-

та для рассеивающей линзы. Если установить рассеивающую 

линзу так, чтобы были выполнены вышеуказанные условия, 

то будет сформировано действительное изображение AB, 
которое можно наблюдать на экране. Измерив расстояния от 

рассеивающей линзы до точки B (обозначим его a, при этом 

a<0) и до точки B (обозначим его b, при этом b>0), из фор-
мулы тонкой линзы получим: 

  
   

   
  

| |   

  | |
                                  

т.е. фокусное расстояние рассеивающей линзы отрицательно. 

1.4. Аберрации оптических систем 

В реальных оптических системах получаемые изобра-

жения обычно не точно соответствуют источникам, не 

вполне отчетливы, оказываются окрашенными и т.п. Такие 

искажения называются геометрическими или лучевыми 

аберрациями оптической системы. Различают несколько ви-

дов аберраций: 

1) астигматизм  прошедшая от точечного источника 

волна перестает быть сферической, т.е. изображение не яв-

ляется стигматичным, а представляет собой две взаимно 

перпендикулярные линии, расположенные в разных плоско-

стях на некотором расстоянии друг от друга (подробнее см. 

[1], §83); 

2) кома  изображение точечного источника, располо-

женного не на главной оптической оси системы, имеет вид 
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неравномерно освещенного пятнышка, напоминающего ко-

мету (подробнее см. [1], §82); 

3) сферическая аберрация  исходящие из точечного ис-

точника лучи, прошедшие вблизи главной оптической оси си-

стемы и прошедшие через отдаленные от оси части системы, 

не собираются в одну точку; 

4) хроматическая аберрация  аберрация, связанная с 

зависимостью показателя преломления материала линзы от 

длины волны света. 

В данной работе изучаются сферическая и хроматическая 

аберрации. 

1.4.1. Сферическая аберрация 

Если на линзу направить пучок света, параллельный 

главной оптической оси, то лучи, прошедшие через различ-

ные участки линзы соберутся в разных точках на оси (рис. 6). 

Поэтому на экране, установленном перпендикулярно оси, да-

же в случае идеального точечного источника будут наблю-

даться изображения в виде диска с неоднородным распреде-

лением освещенности. Если перед линзой поместить маску, 

имеющую форму узкого кольца, то сферическая аберрация 

практически исчезнет, но существенно уменьшится и интен-

сивность прошедшего света. В качестве меры для сфериче-

ской аберрации берут разность фокусных расстояний линзы 

для ее центральной части (маска в этом случае имеет вид не-

большого отверстия) и для зоны, расположенной на краю 

линзы. 

Сферическая аберрация сильнее проявляется для линз с 

малым фокусным расстоянием, причем она, в отличии от всех 

других аберраций, сохраняется в монохроматическом свете 

даже при расположении идеального точечного источника 

строго на главной оптической оси системы. 
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F1

2

2

1

1

F2

 

Рис. 6. Сферическая аберрация в линзе 

1.4.2. Хроматическая аберрация 

В прозрачных средах показатель преломления n растет с 

уменьшением длины волны света . В видимой области спек-

тра существует эмпирическая формула, описывающая зави-

симость показателя преломления n от длины волны света : 

Fф Fк

 

Рис. 7. Хроматическая аберрация в линзе 

    
 

  
 

 

  
   

где A, B, C, ... —  константы, характерные для данного вещества. 
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Так как в формулу для фокусного расстояния линзы вхо-

дит показатель преломления, то F является функцией от . 

Поэтому изображение точечного немонохроматического ис-

точника уже не является точечным, а представляет собой со-

вокупность пространственно разделенных точек разных цве-

тов (рис. 7). Для протяженного источника это приводит к то-

му, что края изображения окрашиваются. В качестве меры 

хроматической аберрации принято брать разность фокусных 

расстояний линзы для крайних цветов видимого диапазона 

(красного и фиолетового). 

II. ЭКСПЕРИМЕНТ 

2.1.Схема экспериментальной установки 

На скамье стационарно установлен источник света 

(лампа накаливания), на корпусе которого закреплен специ-

альный держатель для объектов (рис.8). Объекты представ-

ляют собой нанесенные на прозрачной пленке с помощью 

лазерного принтера рисунки  слайды, вставленные в рам-
ки. Прозрачные участки слайдов выполняют роль источни-

ков света при проведении экспериментов. В работе исполь-

зуются различные слайды, выбираемые в соответствии с за-

данием. Держатель также имеет гнездо для установки све-

тофильтров. 

По скамье могут перемещаться рейтеры, в которых за-

крепляются линзы (в комплект входят две собирающие и од-

на рассеивающая) в специальных оправах и экран для наблю-

дения изображения. Для изучения сферической аберрации на 

оправе одной из линз могут размещаться маски, позволяющие 

выделять определенные участки линзы (центральную или пе-

риферийную части линзы). Кроме этого, имеется маска, пред-

ставляющая собой маленькое, сделанное иглой, отверстие в 

черной непрозрачной бумаге. 
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Рис. 8. Схема экспериментальной установки 

Все объекты должны устанавливаться таким образом, 
чтобы их центры находились на одной высоте, плоскости 
линз и экраны были перпендикулярны к оптической скамье, 
т.е. оптическая система должна быть центрированной. Рас-
стояние между объектами определяется по шкале (масштабу), 
укрепленной на скамье. 

2.2. Проведение эксперимента 
Перед началом измерений проведите небольшой экспе-

римент. Установите в держатель какой-либо из слайдов и 
включите лампу накаливания. Поместите экран на расстоянии 
10–15 см от слайда. Возьмите маску с маленьким отверстием 
в черной бумаге и поместите ее между слайдом и экраном. На 
экране будет наблюдаться перевернутое изображение, размер 
которого будет изменяться с изменением расстояния между 
маской и экраном. На основе представлений геометрической 
оптики, объясните наблюдаемые явления. 

Упражнение 1. 
Нахождение фокусного расстояния собирающей линзы 
В данном упражнении определяется фокусное расстояние 

F собирающей линзы тремя методами, описание которых 
представлено в §1.3. 
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Определение фокусного расстояния собирающей линзы 

первым методом 

1. Установите в держатель на источнике света слайд с ла-

тинской буквой F. 

2. Установите на оптической скамье на расстоянии a  

1020 см от слайда (объекта) одну из собирающих линз, на 

оправе которой отсутствует приспособление для закрепления 

маски. 

3. Перемещая экран по оптической скамье, получите чет-

кое изображение объекта. 

4. Измерьте с помощью линейки на оптической скамье 

расстояние от объекта до линзы a и от линзы до изображения 

b. Полученные результаты занесите в табл.3. 

5. Не меняя положения линзы, сместите экран вдоль ска-

мьи, а затем вновь найдите четкое изображение объекта. 

Определите расстояние b. 

6. Повторите (для повышения точности) измерения п.5 не 

менее 3–5 раз. Из полученных результатов измерений опре-

делите среднее значение 〈 〉 и оцените среднеквадратичную 

погрешность b. 

7. По формуле (3) вычислите фокусное расстояние лин-

зы F и оцените погрешность F. Результаты запишите в 

табл.3. 

8. Сместите линзу вдоль оптической скамьи на расстоя-

ние a2030 см от слайда (объекта) и повторите измерения и 

вычисления в соответствии с пп. 3–7 для этого положения 

линзы. Результаты измерений и вычислений запишите в 

табл.3. 

9. Проведите сравнение полученных результатов. 
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Таблица 3. Результаты измерений для нахождения фокусного 

расстояния собирающей линзы различными методами 

Метод 
N 

изм. 

Устанавл. 

параметр 

Измеряемый 

параметр 

Среднее и 

оценка 

погрешности 

Фокус 

  a   b   b  b F F 

I 1           

 2           

  L   s   s  s F F 

II 1           

 2           

     L   L  L F F 

III            

 

Определение фокусного расстояния собирающей лин-

зы вторым методом. 

1. Установите экран от слайда (объекта) на расстояние L  

 4F + (4050) см, где F — фокусное расстояние линзы, опре-

деленное первым способом. Значение L запишите в табл.3. 

2. Перемещая линзу вдоль скамьи, найдите два таких по-

ложения линзы, при которых изображение будет четким. 

Определите расстояние между этими положениями линзы 

       . 
3. Повторите измерения не менее 3–5 раз. Вычислите 

среднее арифметическое 〈 〉 и оцените среднеквадратичную 

погрешность s. 
4. По результатам измерений с помощью формулы (4) 

вычислите фокусное расстояние линзы F и получите оценку 

погрешности измерения F. Результаты внесите в табл.3. 

5.Сместите экран вдоль оси в положение L4F+(2030) 
см и повторите измерения и вычисления в соответствии с 
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пп.2–4 для этого положения экрана. Результаты внесите в 

табл.3. 

6. Сравните полученные результаты. 

Определение фокусного расстояния собирающей лин-

зы третьим методом. 

1. Уменьшая расстояние между экраном и объектом, 

найдите такое положение экрана, при котором четкое изоб-

ражение будет наблюдаться лишь при одном положении лин-

зы. Измерьте найденное расстояние L. 

2. Проведите измерения не менее 35 раз, найдите сред-

нее значение 〈 〉 и оцените погрешность измерений L. 

3. По формуле (5) вычислите фокусное расстояние линзы 

F и оцените погрешность измерений F. Запишите результа-
ты в табл.3. 

Сравните значения фокусного расстояния собирающей 

линзы, определенные тремя способами (табл.3). В случае не-

совпадения результатов постарайтесь дать объяснение этому  

и выскажите мнение о том, какому из результатов следует 

больше доверять. 

Упражнение 2. 

Изучение сферической аберрации линзы 
1. Установите в держатель слайд с латинской буквой F. 

2. Установите на произвольном расстоянии от слайда со-

бирающую линзу, на оправе которой есть приспособление 

для закрепления маски. 

3. Перемещая экран, получите четкое изображение объ-

екта. 

4. Установите на линзу маску в виде круглого отверстия 

(диафрагмы) малого диаметра таким образом, чтобы оси лин-

зы и отверстия совпадали. Получите четкое изображение объ-

екта. Объясните наблюдаемое изменение четкости и осве-

щенности изображения. 
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5. Найдите фокусное расстояние линзы с маской, вос-

пользовавшись любым из способов, предложенным в упр.1. 

6. Перемещая диафрагму в направлении, перпендикуляр-

ном к главной оси линзы, обратите внимание на изменение 

четкости изображения и дайте этому объяснение. 

7. Не меняя положения линзы, установите маску, откры-

вающую периферийные участки линзы. Передвигая экран 

вдоль скамьи, обратите внимание на то, что изображение раз-

дваивается. Объясните наблюдаемый эффект. 

8. Найдите положение экрана, при котором изображение 

будет четким. Найдите фокусное расстояние линзы с данной 

маской, воспользовавшись любым из способов, предложен-

ных в упр.1. 

9. Рассчитайте величину сферической аберрации линзы, 

равной разности фокусных расстояний для центрального и 

периферийного участков линзы. 

Упражнение 3. 

Изучение хроматической аберрации линзы 
1. Установите в держатель слайд с буквой F. 

2. Установите на некотором расстоянии от слайда соби-

рающую линзу с маской, открывающей периферийные участ-

ки линзы. 

3. Установите синий светофильтр и, перемещая экран, 

получите четкое изображение объекта. Так как в этом спек-

тральном диапазоне малы как интенсивность излучения лам-

пы накаливания, так и чувствительность сетчатки глаза, то 

получение четкого изображения затруднительно. Установ-

ленная маска позволяет в качестве критерия правильного 

определения местоположения экрана выбрать отсутствие раз-

двоения изображения. 

4. Проведя измерение расстояний от объекта до линзы a 

и от линзы до экрана b с помощью формулы (3) вычислите 
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фокусное расстояние линзы для фиолетового цвета Fс (длина 

волны около 420 нанометров). Измерения провести не менее 

3–5 раз. Вычислите среднее значение Fс и оцените погреш-

ность Fс. 
5. Установите вместо синего светофильтра красный. При 

этом изображение должно немного раздвоиться. Перемещая 
экран, добейтесь получения четкого изображения. Проведя 
необходимые измерения, рассчитайте фокусное расстояние 
линзы для красного цвета Fкр (длина волны около 680 нано-
метров). Измерения провести не менее 3–5 раз. Вычислите 

среднее значение Fкр и оцените погрешность Fкр. 
6. Рассчитайте величину хроматической аберрации лин-

зы, равной разности фокусных расстояний для синего и крас-

ного цветов F=|Fкр – Fс|. 

Упражнение 4. 
Определение фокусного расстояния рассеивающей 

линзы 
1. Установите на произвольном расстоянии от объекта 

одну из собирающих линз (при желании можно также уста-
новить светофильтр и (или) маску) и, перемещая экран, полу-
чите четкое изображение объекта. Для того, чтобы последу-
ющие измерения были более точными, это изображение 

должно быть уменьшенным
)

. 
2. Установите рассеивающую линзу между собирающей 

линзой и экраном. Определите расстояние рассеивающей 

линзы до экрана a. 

3. Перемещая экран, получите четкое изображение объ-

екта. Определите расстояние от рассеивающей линзы до 

изображения b. Рассчитайте по формуле (6) фокусное рассто-

яние рассеивающей линзы F. Оцените погрешность опреде-

ления фокусного расстояния F. 

                                                                   

) В случае не выполнения этого условия измените положение линзы. 
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4. Проведите измерения и вычисления согласно пп.2,3 

для другого положения рассеивающей линзы. 

5. Проведите измерения и вычисления согласно пп.1–4 с 

другой собирающей линзой. 

6. Сравните полученные результаты измерения фокусно-

го расстояния рассеивающей линзы с использованием раз-

личных собирающих линз. 

Упражнение 5. 

 Определение размеров объекта по размерам его изоб-

ражения для различных оптических систем 

Оптическая система из одной линзы 

1. Установите в держатель слайд с текстом малого разме-

ра. При желании можно также установить светофильтр. 

2. Зная фокусное расстояние одной из собирающих линз, 

рассчитайте местоположения линзы и экрана, при которых ко-

эффициент увеличения d будет принимать значение в диапа-

зоне от 5 до 10 (точное значение выбирается самостоятельно). 

3. Установите линзу и экран в положения на оптической 

скамье, соответствующие рассчитанным значениям. При пра-

вильности расчетов должно наблюдаться четкое увеличенное 

изображение объекта. 

4. Измерьте высоту букв на изображении и зная коэффи-

циент увеличения системы, найдите высоту букв в тексте 

слайда. Оцените погрешность измерений. 

Оптическая система из двух линз 

1. Получите формулу для расчета коэффициента увели-

чения системы, состоящей из собирающей и рассеивающей 

линз (как в упр.4). Определите положения линз и экрана, при 

которых этот коэффициент принимает значение в диапазоне 

от 5 до 10 (по выбору). 

2. Установите линзы и экран в положения на оптической 

скамье, соответствующие рассчитанным значениям. При пра-



277 

вильности расчетов должно наблюдаться четкое увеличенное 

изображение объекта. 

3. Измерьте высоту букв на изображении и зная коэффи-

циент увеличения системы, найдите высоту букв в тексте 

слайда. Оцените погрешность измерений. 

Оптическая система, формирующая прямое изображение 

объекта: 

1. Для оптических систем, рассмотренных выше, изобра-

жение является обратным (перевернутым). Предложите та-

кую оптическую схему, состоящую из любого количества 

линз, используемых при выполнении данной задачи, чтобы 

возможно было получить увеличенное прямое изображение. 

Рассчитайте коэффициент увеличения данной системы. 

2. Установите линзы и экран в положения на оптической 

скамье, соответствующие рассчитанным значениям. При пра-

вильности расчетов должно наблюдаться четкое увеличенное 

изображение объекта. 

3. Измерьте высоту букв на изображении и зная коэффи-

циент увеличения системы, найдите высоту букв в тексте 

слайда. Оцените погрешность измерений. 

В отчете о выполнении данного упражнения должны 

быть представлены результаты измерений размера букв в 

тексте, проведенные тремя способами, с указанием погреш-

ности, а также схемы хода лучей в оптических системах, 

применяемых для каждого из способов. 

Основные итоги работы 

В процессе выполнения работы должны быть определе-

ны фокусные расстояния собирающей и рассеивающей линз 

несколькими методами. Экспериментально должны быть ис-

следованы сферическая и хроматическая аберрации реальных 

оптических систем. 
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Контрольные вопросы 

1. Дайте определение оптической оси, фокальной плос-

кости и главных фокусов линзы. 

2. При каких условиях система из собирающей и рассе-

ивающей линз будет давать действительное изображение? 

3. Для каких лучей применима формула линзы? 

4.  В чем заключается явление хроматической аберрации, 

сферической аберрации? 

5.  Для какой цели применяются при фотографировании 

светофильтры? 

6.  Опишите методику измерения фокусного расстояния 
для рассеивающей линзы. 

7.  Покажите, что если расстояние между объектом и 
экраном превышает 4F, то изображение на экране может быть 

получено при двух различных положениях линзы. 

8.  Вывести формулу тонкой линзы. 

9.  Построить изображение предмета для собирающих и 
рассеивающих линз в зависимости от места нахождения 

предмета до экрана. 

10. Формула увеличения линз. Оптическая сила линзы. 

11. Виды линз. 
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Лабораторная работа №23 

 

ДИФРАКЦИЯ ФРАУНГОФЕРА 

Цель работы: экспериментальное изучение явления ди-

фракции Фраунгофера на реальных объектах: одной или не-

скольких щелях и проволоке. 

Идея эксперимента 

Плоская монохроматическая световая волна (луч лазера) 

попадает на исследуемый объект. Получающаяся на экране 

дифракционная картина регистрируется с помощью автома-

тизированной системы, включающей в себя компьютер. По-

следующая обработка результатов позволяет определить па-

раметры объекта. 

I. Теория 

Дифракция света — это совокупность физических явле-

ний, обусловленных волновой природой света и наблюдае-

мых при его распространении в среде с резко выраженной оп-

тической неоднородностью (например, при прохождении че-

рез отверстия в экранах, вблизи границ непрозрачных тел и 

т.п.). В более узком плане под дифракцией понимают огиба-

ние светом различных препятствий, т.е. отклонение от зако-

нов геометрической оптики. Для описания этого явления 

Гюйгенс, впервые обосновавший волновую теорию света, 

предложил следующее построение. Каждая точка волнового 

фронта принимается за источник вторичных волн, распро-

страняющихся во все стороны, при этом волновой фронт в 

любой последующий момент времени есть огибающая этих 

вторичных волн. 

Френель дополнил принцип Гюйгенса утверждением, что 

в любой момент времени световое поле в рассматриваемой 

точке есть результат интерференции вторичных волн. Это со-
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четание построения Гюйгенса с принципом интерференции 

Френеля получило название принципа Гюйгенса–Френеля, 

который позволяет количественно описать дифракционные 

явления. 

P0

P



s  

r

 
Рис. 1. Схема наблюдения дифракционных явлений 

Пусть на пути сферической монохроматической свето-

вой волны, исходящей из точечного источника P0, находится 

плоский непрозрачный объект с отверстием S, размеры ко-

торого велики по сравнению с длиной волны (рис. 1). В со-

ответствии с принципом Гюйгенса–Френеля, напряженность 

поля в точке P за объектом определяется суперпозицией 

волн от вторичных источников, расположенных в плоскости 

отверстия S. При этом амплитуда и фаза вторичных сфери-

ческих волн, приходящих в точку P, зависят как от расстоя-

ния r (от источника P0 до соответствующих участков объек-

та на поверхности S), так и от расстояния s (от этих участков 

до точки P). 

В общем случае комплексная амплитуда поля U(P) мо-

жет быть найдена с помощью интегральной  формулы Френе-

ля–Кирхгофа [1] 
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где   — длина волны;        — волновое число;  — угол 

между векторами r и s; K() — коэффициент, описывающий 

зависимость амплитуды вторичных волн от угла  между 
направлениями распространения падающей и вторичных 

волн; dS — элемент площади в плоскости отверстия S; i — 

мнимая единица; A — константа; интегрирование ведется по 

поверхности   отверстия в объекте. 
В этой формуле множитель exp(–ikr)/r описывает сфери-

ческую волну, распространяющуюся из точки P0 до некото-

рого вторичного источника, расположенного на поверхности 

S, множитель exp(–iks)/s — сферическую волну, идущую от 

вторичного источника до точки наблюдения P. 

Наиболее интересным для рассмотрения является случай, 

когда характерный линейный размер отверстия мал по срав-

нению с расстояниями r и s от точек P0 и P до объекта. В этом 

случае как множитель K(), так и множитель 1/(rs) незначи-

тельно изменяются при интегрировании по отверстию  и ос-
новную роль в вычислении дифракционной картины по фор-

муле (1) играет интеграл от быстро осциллирующего множи-

теля вида exp[–ik(r+s)]. Разложение в ряд этого множителя 

(см. например [1, стр. 417]) позволяет существенно упростить 

формулу (1). Явления, описываемые в рамках такого прибли-

жения, носят название дифракции Френеля, или дифракции в 

ближней зоне. При r фронт падающей волны можно счи-

тать плоским. Если s, то и вторичные волны, распростра-

няющиеся под некоторым углом  к первоначальному 

направлению, имеют плоский волновой фронт. Дифракцион-

ные явления, наблюдаемые при этих условиях, носят назва-

ние дифракции Фраунгофера, или дифракции в дальней зоне. 

Различие между дифракцией Френеля и дифракцией 

Фраунгофера становится более наглядным, если ввести поня-

тие зон Френеля. Для этого рассмотрим дифракцию на круг-

лом отверстии радиуса R (рис. 2). Пусть источник света P0 и 
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точка наблюдения P находятся на оси отверстия на расстоя-

ниях r и s соответственно. Выделим в плоскости объекта два 

вторичных источника: первый, расположенный на оси в точке 

О, и второй, расположенный на краю отверстия в точке А. 

Нетрудно показать, что свет, идущий из т. P0 в т. P через вто-

ричный источник О, пройдет путь, равный r+s, а свет, про-

шедший через вторичный источник А — путь 

√      √          
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Введя обозначение 
 

 
 

 

 
 

 

 
, получим выражение для 

разности хода между двумя путями:   
  

  
. Говорят, что ра-

диус отверстия R равен радиусу n-й зоны Френеля Rn, если 

разность хода   , соответствуюшая этому радиусу, составля-

ет n  длин полуволн, т.е.    
  

 

  
  

 

 
, откуда радиус n-й зо-

ны Френеля равен    √   . Таким образом, размер отвер-

стия, выраженный в количестве открытых зон Френеля, зави-

сит не только от расстояний r и s, но и от длины  волны   ис-

точника света. Можно показать, что если число открытых зон 

Френеля нечетное, то в т. P будет 

наблюдаться светлое пятно, если 

же открыто четное число зон 

Френеля, то в центре картины бу-

дет темное пятно. 

Если объект имеет произ-

вольную форму с характерным 

размером b (например, длинная 

шель ширины b), то можно показать, что, если b много мень-

ше радиуса первой зоны Френеля (     √  ), то при 

рассмотрении явления дифракции можно пользоваться при-

 

 
 

Рис. 2. 

Щ 
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ближением Фраунгофера. Если размер объекта составляет 

одну или несколько зон Френеля, то в этом случае справедли-

во приближение Френеля. Если же размер объекта велик и 

составляет десятки и сотни зон Френеля, то явления дифрак-

ции на таком объекте практически не проявляются и в этом 

случае работает приближение геометрической оптики. 

Настоящая задача физического практикума посвящена 

экспериментальному изучению явления дифракции, описыва-

емой в рамках приближения Фраунгофера. 

Дифракция Фраунго-

фера на одной щели. Рас-

смотрим схему наблюдения 

дифракции Фраунгофера, 

представленную на рис.3. 

Плоская монохроматическая 

волна падает нормально на  

плоскость Щ, где располо-

жена бесконечно длинная 

щель шириной b (щель мож-

но считать бесконечно длин-

ной, если ее длина намного 

больше ее ширины. Так при 

ширине в 0,01–0,05 мм длина 

в несколько миллиметров может считаться бесконечной). 

За щелью расположена линза Л, в фокальной плоскости ко-

торой находится экран Э. Наличие линзы равносильно тому, что 

экран расположен как бы на "бесконечном" расстоянии от объ-

екта. Если бы свет распространялся прямолинейно в соответ-

ствии с законами геометрической оптики, то в фокальной плос-

кости линзы получилась бы бесконечно узкая светлая полоса, 

проходящая через точку    на экране Э. Но в соответствии с 

принципом Гюйгенса–Френеля каждая точка волнового фронта, 

достигающего плоскости, где расположена щель, является  ис-

M0 M Mx b

M'b

NN 0



Ë

Ý

Ù

 
Рис. 3. Дифракция Фраунгофера 

на одной щели 

Щ 

Л 

Э 
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точником вторичных волн. Тогда лучи, идущие от всех этих 

вторичных источников под некоторым углом φ к первоначаль-

ному направлению, образуют плоский волновой фронт и собе-

рутся в фокальной плоскости линзы в т.    (рис.3). 

Расчет поля в плоскости экрана проведём непосред-

ственно на основе принципа Гюйгенса–Френеля, не исполь-

зуя формулу (1). Для этого разобъем открытую часть поверх-

ности щели на зоны в виде узких полосок одинаковой шири-

ны dх, параллельных краям щели. Эти элементарные участки 

становятся источниками вторичных волн. Амплитуды d   

этих волн, приходящих в т.    на экране от разных полосок, 

одинаковы, так как все зоны  имеют одинаковую площадь и 

одинаковый к направлению вторичных волн угол  . Эти ам-

плитуды будут пропорциональны произведению амплитуды 

падающей волны    на размер полоски dx, т.е. 

                                                

где С — коэффициент пропорциональности. 

Однако фазы колебаний, приходящих от различных  

участков щели, будут различаться. Для определения разности 

фаз проведем прямую     
 , перпендикулярную к направле-

нию дифрагированных лучей,  и найдем разность хода,  воз-

никающую на пути от прямой      до прямой     
 . Из 

рис.3 видно, что разность хода между волнами, идущими от 

точки    и от точки Мх, расположенной на расстоянии х от т. 

  , равна х sin  . 
Следовательно, если считать, что фаза волны, приходя-

щей в т.    из т.   , равна нулю, то колебание    , прихо-

дящее от элемента dх из окрестности точки Мх в т.   , может 

быть записано в виде: 

                       

где        — волновое число,   — частота колебания. 
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Для вычисления величины    в т.    необходимо про-

суммировать вклады от различных участков щели,  т.е. про-

интегрировать      в пределах от х = 0 до х = b: 

     ∫                    

 

 

     
                 

            
      

                                                                         

Сомножитель cos(              ) в формуле (3) опи-
сывает временное изменение поля в точке наблюдения с ча-

стотой  , а модуль выражения, стоящего перед косинусом, 

есть амплитуда    результирующей волны в точке   : 

       
                 

            
                           

Отметим, что амплитуда волны, распространяющейся в 

направлении =0, пропорциональна ширине щели b и равна 

                                                  

и выражение (4) можно переписать в виде 

     

                 

            
                              

Интенсивность света определяется квадратом амплиту-

ды, т.е. 

     (
                 

            
)

 

   (
    

 
)
 

              

где    — интенсивность  в  центре дифракционной картины,  

u =1/2 kbsin  . 



286 

Ij

3 bl- 2 bl- bl- bl 2 bl 3 bl
 

Рис. 4. Дифракция Фраунгофера на одной щели: 

распределение интенсивности на экране в зависимости от 

синуса угла дифракции. 

На рис. 4 приведен график зависимости интенсивности 

   от синуса угла дифракции  . Интенсивность максимальна 

для направления  0max=0, совпадающего с направлением рас-
пространения падающей волны. Направления, соответствую-

щие последующим максимумам, можно найти из решения за-

дачи поиска экстремума функции (6). Эти направления при-

мерно соответствуют значениям u, равным u1max= 1,43 3 /2, 

u2max= 2,46  5 /2, u3max= 3,47   7 /2, ... Соотношения ин-

тенсивностей главного и последующего максимумов равны 

I0max = I1max = I2max = I3max =... = 1 : 0,045 : 0, 016 : 0,008. . . и не 

зависят ни от ширины щели, ни от длины волны. 

В то же время для направлений sin   =  /b, 2  /b, 3  /b, 

4 /b..., удовлетворяющих уравнению sinu = 0, интенсивность 
равна нулю. Эти направления соответствуют случаю, когда 

разность хода между волнами, приходящими от крайних 

участков щели, равна целому числу длин волн. Это означает, 

что для любого произвольно выбранного участка  щели  все-

гда  найдется другой, равный по величине, участок, излуче-

ние от которого придет строго в противофазе с излучением от 

выбранного участка. Тем самым, в результате интерференции 
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интенсивность распространяющегося в этих направлениях 

излучения будет равна нулю. 

Из рис.4 видно, что основная часть светового потока со-

средоточена в центральной дифракционной полосе,  опре-

деляемой значениями sin   =  /b (так называемый централь-

ный максимум), малая его часть будет распространяться в 

пределах первых ( 5 ) и вторых ( 2 ) максимумов и т.д. 

2

1

 

Рис.5. Дифракция Фраунгофера на одной щели: 1 — узкая 

щель, 2 — широкая щель. 

Рассмотрим влияние ширины щели на распределение ин-

тенсивности дифракционной картины (рис. 5). Увеличение 

ширины щели приводит к приближению первых минимумов 

к центру дифракционной картины, при этом резкость дифрак-

ционного максимума увеличивается (рис. 5, кривая 2). Соот-

ношение интенсивностей света в отдельных максимумах не 

изменяется, однако увеличивается абсолютное значение ин-

тенсивности, связанное с тем, что с увеличением ширины ще-

ли увеличивается энергия проходящего через нее излучения. 

В заключении отметим, что дифракция Фраунгофера мо-

жет наблюдаться и при падении сферической волны на объ-

ект, и при отсутствии линзы. Из формулы (1) можно показать, 

что условия для наблюдения дифракции Фраунгофера имеют 

вид: 
  

  
   

  

  
    



288 

Дифракция на нескольких щелях (дифракционная   

решетка). Рассмотрим дифракцию Фраунгофера на объекте, 

представляющем собой совокупность N нескольких беско-

нечно длинных щелей, имеющих одинаковую ширину b и 

расположенных на одинаковом расстоянии друг от друга. Та-

кой объект принято называть дифракционной решеткой. Обо-

значим через d расстояние между центрами соседних щелей 

(т.н. период решетки). Пусть на дифракционную решетку па-

дает нормально монохроматическое излучение с длиной вол-

ны  . Для определения интенсивности света, распространяю-

щегося в направлении, составляющем угол   с нормалью, 
воспользуемся принципом Гюйгенса–Френеля. 

Амплитуды волн, приходящих в т.    от каждой из ще-

лей, равны и выражаются формулой (4'), однако разность фаз 

между волнами, приходящими от соседних щелей,  будет 

равна kdsin  . 

Введем обозначение δ= 1/2 kdsin   =  dsin   /  . 
Чтобы получить возмущение, посылаемое всей решет-

кой, необходимо просуммировать  по всем N щелям, т.е. 

     

    

 
∑            

   

   

                      

Cумма в (9) представляет собой геометрическую про-

грессию, первый член которой равен единице, а  показатель 

прогрессии             . Таким образом 

∑            
    

   
 

              

            

   

   

           

В итоге для возмущения в направлении   получаем 
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С учетом того, что 

(     )(      )    (        )          

      
 

 
 

получаем выражение для интенсивности дифрагированных 
лучей под углом φ в виде 

       
    (

    

 
)
 

(
     

    
)
 

                    

Формулу (12) можно представить в виде произведения 
двух  членов. Первый член, называемый дифракционным, 
имеет вид 

       (
    

 
)
 

                              

и описывает дифракцию на одной щели размера b. Вид этой 
функции (рис.6б) совпадает с приведенным на рис.4. 

Второй член,  равный 

     (
     

    
)
 

                                 

описывает интерференцию излучения, приходящего от 
различных щелей, и носит название интерференционного. 

Исследуем более подробно вид функции (14), изо-
браженный на рис.6а. Числитель в формуле (14) обращается в 
нуль при δ=0,  /N, 2   /N, ...., (N–1)   /N,  , (N+1)   /N,... од-
нако для каждого N-го значения δ =0,  , 2 ,... в нуль обраща-
ется и знаменатель. Воспользовавшись предельным перехо-
дом, можно получить, что для этих значений угла функция 
(14) имеет одинаковое максимальное значение, равное   . 
Таким образом, для этих значений угла δ интенсивность бу-
дет максимальной. Между этими максимумами, называемыми 
главными, располагаются (N –1) добавочных минимумов, со-
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ответствующих нулевым значениям числителя в формуле 
(14). Так как между любыми двумя соседними добавочными 
минимумами имеется добавочный максимум, интенсивность 
которого существенно меньше интенсивности ближайших 
главных максимумов, то общее число добавочных максиму-
мов между главными равно (N – 2). 

интI

дифI

Ij

а

б

в

2 bl- bl- bl 2 bl

5 dl-   3 dl-   dl-   0 dl     3 dl    5 dl

 

Рис. 6. Дифракция Фраунгофера на четырех щелях:  
а — интерференционный член (14), б — дифракционный член (13),  

в — общий вид дифракционной картины (12). 

Вид функции (12), описывающей распределение интен-
сивности при дифракции Фраунгофера на N щелях, изображен 
на рис.6в. Характерными точками этого графика являются: 

главные дифракционные минимумы sin  = /b, 2  /b, 
3  /b,.... 

добавочные интерференционные минимумы sin  = /Nd, 
2  /Nd, 3  /Nd, ...., (N – 1)  /Nd, (N+1)  /Nd,...,(2N – 1)  /Nd, 
(2N+1)  /Nd,... 

главные интерференционные максимумы sin  =0,  /d,  
2  /d, 3  /d, .... 

Таким образом, получив на экране дифракционную кар-
тину от решетки и подсчитав число добавочных минимумов 
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или максимумов между главными максимумами, можно 
определить число щелей решетки. 

Дифракция на проволоке. Принцип Бабине. Для 
нахождения дифракционной картины от проволоки толщиной 
b проведем следующие рассуждения. При расчете дифракци-
онной картины от щели той же ширины b мы искали суммар-
ный вклад от вторичных источников, расположенных на от-
крытой части исследуемого объекта. Для проволоки, наобо-
рот, данная часть объекта будет закрытой, а остальное про-
странство открытым. Такие объекты, как бы дополняющие 
друг друга, носят название дополнительных. 

Обозначим распределение поля на экране в случае ди-

фракции на щели       , а на проволоке —     
  , где x — 

координата в плоскости экрана. Тогда сумму полей        

    
   можно представить как сумму интегралов по открытым 

областям для каждого из этих объектов, или как интеграл от 

суммы открытых областей. Но отверстия для дополнительных 

объектов располагаются так, что полностью "открывают" весь 

волновой фронт падающего излучения, следовательно 

           
       

                 

где     
   — волновое возмущение на экране в случае отсут-

ствия какого-либо препятствия. Таким образом, сумма рас-

пределений полей от дополнительных объектов равна полю, 

наблюдаемому на экране при отсутствии препятствия. Полу-

ченный результат носит название принципа Бабине. 

Обратите внимание, что     
   есть волновое возмуще-

ние на экране для случая отсутствия какого-либо препят-
ствия, а не для случая, когда на пути падающего излучения 
одновременно установлены и щель, и проволока (как нетруд-
но сообразить, свет через такую совокупность объектов не 
пройдет). Дело в том, что при рассмотрении принципа Бабине 
суммировались вклады именно от открытых областей каждо-
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го из объектов, а при рассмотрении случая, когда на пути па-
дающей волны устанавливаются несколько объектов, сумми-
руются, наоборот, закрытые области. 

Если в качестве источника плоской волны используется 

лазер, размеры пучка которого (обычно не более 1 см) много 

больше ширины щели b, то на экране в случае отсутствия 

препятствия будет наблюдаться яркое пятно, а в остальной 

области экрана поле можно считать равным нулю. Для этой 

"незасвеченной" области справедливо 

           
     

следовательно 

            
   

а для интенсивностей 

           
   

В области основного пятна     
       

  , так как в дан-

ной области     
         . 

Таким образом, для дополнительных объектов — щели и 

проволоки одинаковых размеров, распределение интенсивно-

сти на экране одинаково всюду, за исключением области, ку-

да попадает исходный пучок в случае отсутствия препят-

ствия. Если толщина проволоки такова, что размер первого 

дифракционного максимума для щели такой же ширины, как 

и проволока, превысит размер пучка лазера, то для обоих 

объектов будут совпадать координаты как всех минимумов, 

так и всех максимумов дифракционной картины. 
Обратим внимание на одно интересное явление. Иногда 

при дифракции на проволоке, кроме минимумов, соответству-
ющих дифракционным минимумам, наблюдаемым при ди-
фракции на щели такого же размера, можно заметить еще два 
резких глубоких минимума в тех областях, где сильно 
уменьшается интенсивность лазерного пучка. Это явление 
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легко объяснить, исходя из принципа Бабине. В самом деле, в 
области лазерного пучка справедливо соотношение     

   
      , а в той области, куда лазерное излучение не попадает, 

    
           . Следовательно, существует такая точка 

  
 , в которой      

        
  , и следовательно,      

    . 

Эта точка находится на границе лазерного пучка, а т.к. интен-
сивность пучка в этой области обычно падает достаточно 
резко, то “провал” в интенсивности имеет малую ширину. Так 
как размеры окна фотодиода, используемого в установке, 
сравнимы с размером “провала”, при регистрации дифракции 
на проволоке уменьшение интенсивности регистрируется не 
всегда. 

II. ЭКСПЕРИМЕНТ 

Экспериментальная установка 
Экспериментальная установка состоит из оптического 

модуля и компьютерной системы управления экспериментом. 
Схема оптического модуля представлена на рис. 7. 

 

1 

2 

3 

4 

5 

 

Рис.7. Схема оптического модуля. 

Все элементы размещаются на оптической скамье 1 
длиной 80 сантиметров. На одном краю скамьи стационарно 
установлен источник света 2 (полупроводниковый лазер с 
длиной волны  = 650 нм), излучение которого распростра-
няется вдоль оптической скамьи, задавая направление опти-
ческой оси. На другом краю скамьи располагается экран 4 
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для наблюдения дифракционной картины. В центре экрана 
сделана узкая щель, за которой расположен фотоприемник 5 
(фотодиод) для измерения интенсивности излучения. Поло-
жение экрана с фотодатчиком можно изменять в направле-
нии, перпендикулярном лучу света, что дает возможность 
измерения интенсивности света дифракционной картины в 
зависимости от координаты. Изменение положения экрана 
осуществляется с помощью однокоординатного юстировоч-
ного стола, снабженного шаговым двигателем. Управление 
работой установки (перемещение по координате и считыва-
ние показаний фотодатчика) осуществляется компьютером, 
соединенным через микропроцессорный блок сопряжения с 
оптическим модулем. 

На оптической оси установки вблизи источника света 2 
располагается столик 3 для размещения одного из двух объ-
ектов — комплекта из 6 щелей различной ширины и ком-
плекта, включающего в себя одну, две, три и четыре щели, а 
также проволоку. Объекты изготовлены на прозрачной под-
ложке с использованием процесса фотолитографии. Выбор 
объекта для исследования осуществляется с помощью регу-
лировки, имеющейся на предметном столике.Конструкция 
столика предусматривает возможность перемещения объек-
тов, устанавливаемых на нем, в направлении, перпендикуляр-
ном оптической оси. 

Управление работой установки осуществляется с помо-
щью компьютера. Программа, написанная на языке Си, поз-
воляет управлять работой системы перемещения фотоприем-
ника, считывать сигнал с фотоприемника, проводить обра-
ботку полученных результатов. 

При поступлении команды на начало эксперимента ша-
говый двигатель поворачивает винт системы перемещения 
фотоприемника на небольшой угол, тем самым изменяя его 
координату. Сигнал с фотоприемника через блок сопряже-
ния установки с компьютером поступает  в компьютер. По-
лученная экспериментальная зависимость интенсивности на 
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экране от координаты отображается в виде графика на 
экране монитора. 

Описание работы программы 
Основным принципом построения программы является 

работа в режиме "МЕНЮ", когда на экране монитора предла-
гается список возможных действий, из которых надо выбрать 
одно для продолжения работы. Меню состоит из нескольких 
"окошек", одно из которых отличается от других по цвету 
(т.н. "активное окно"). В нашем случае активное окно имеет 
черный фон. При нажатии клавиши <ENTER> будет выпол-
няться директива именно этого окна. Смена активного окош-
ка осуществляется клавишами <СТРЕЛКА ВВЕРХ> и 
<СТРЕЛКА ВНИЗ>. При отказе от работы с данным меню 
надо нажать клавишу <ESC>, при этом программа возвраща-
ется на предыдущий уровень работы. Простейшие подсказки 
по режиму работы, отвечающему активному окну, содержат-
ся в выделенной строке внизу экрана. 

Кроме таких "командных" окон, в некоторых меню 
встречаются "числовые" окна, в которых указаны значения 
некоторых параметров, влияющих на работу. Для изменения 
какого-либо значения необходимо сделать соответствующее 
окно активным и перейти в режим редактирования текста 
этого окна. Для этого надо нажать любую цифровую клави-
шу, после чего в данном окошке можно работать как в обыч-
ном текстовом редакторе. Выход из режима редактирования 
осуществляется нажатием клавиши <ENTER>. 

После загрузки программы появляется меню, содержа-
щее три позиции: МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЭКСПЕРИМЕНТ, 
ВЫХОД 

Режим МОДЕЛИРОВАНИЕ. Данный режим позволяет 
смоделировать дифракционные явления на одной или не-
скольких щелях. При входе в режим на экране появляются 
три графика: на верхнем — функция пропускания обьекта, на 
среднем — распределение интенсивности на экране, соответ-
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ствующее заданному обьекту, на нижнем — фурье-образ от 
интенсивности. Функцией пропускания объекта,  располо-
женного  в плоскости (x, y), называют функцию простран-
ственных переменных x и y, численно равную отношению 
амплитуды поля непосредственно за некоторой точкой экрана 
к амплитуде поля непосредственно перед этой точкой. Иными 
словами, функция пропускания для щели равна единице в 
прозрачной части и нулю в непрозрачной части объекта. 

В правой части монитора расположено числовое меню, 
позволяющее задать следующие параметры обьекта:  число 
щелей, ширину щели b в микронах, период щелей d в микро-
нах, длину волны в микронах и расстояние от обьекта до 
экрана в сантиметрах. Для изменения какого-либо параметра 
необходимо в выбранном окошке задать новое число, нажать 
<ENTER> для выхода из режима редактирования и еще раз 
нажать <ENTER>. На экране появляются соответствующие 
графики, после чего можно либо вновь изменить параметры в 
меню, либо после нажатия клавиши <F10> перейти в режим 
произвольного "редактирования" функции пропускания объ-
екта путем перемещения границ любой из щелей.  При входе 
в этот режим "активной" является левая граница крайней ле-
вой щели, для ее перемещения используются клавиши  
<СТРЕЛКА ВЛЕВО> и <СТРЕЛКА ВПРАВО>, после чего 
местоположение этой границы изменяется, при этом изменя-
ются и график распределения интенсивности на экране, и 
график  фурье-образа от интенсивности. Переход к редакти-
рованию местоположения следующей границы происходит 
при нажатии клавиши <TAB>. При нажатии <ENTER> стро-
ятся графики, соответствующие заданной функции пропуска-
ния. Для выхода из данного режима и перехода в меню 
нажмите <ESC>. 

Режим ЭКСПЕРИМЕНТ. Данный режим служит для 
проведения экспериментальных исследований. При входе в 
него появляется новое меню, содержащее четыре позиции: 
ИЗМЕРЕНИЕ, ОБРАБОТКА, АНАЛИЗ, ВЫХОД. 
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В режиме ИЗМЕРЕНИЕ осуществляется непосредствен-
но снятие данных о распределении интенсивности на экране 
после установки исследуемого обьекта на предметный сто-
лик. Местоположение фотоприемника можно изменить кла-
вишами <СТРЕЛКА ВЛЕВО> и <СТРЕЛКА ВПРАВО>. Если 
одновременно со стрелками нажать клавишу CTRL, то вели-
чина шага перемещения увеличивается в 10 раз. Предусмот-
рена возможность изменения величины шага сканирования 
нажатием на клавишу <ПРОБЕЛ>, стандартный шаг равен 1 
(в относительных единицах). Так как общее число точек, в 
которых производятся измерения, неизменно и равно 256, то 
выбор шага сканирования позволяет изменять размеры ска-
нируемого участка дифракционной картины. В частности, на 
настоящей установке при шаге, равном единице, будет заре-
гистрирован участок дифракционной картины длиной 12 мм, 
при шаге, равном двойке – 24 мм, и т.д. Кроме этого, на 
экране показывается значение интенсивности света в точке 
наблюдения (в относительных единицах), причем измерения 
ведутся непрерывно в реальном масштабе времени. 

После запуска начинается работа шагового двигателя, 
перемещающего фотоприемник, на мониторе появляется гра-
фик экспериментальной зависимости интенсивности от коор-
динаты. При нажатии на клавишу "Р" (латинское, от слова 
PAUSE) работа системы приостанавливается, на экране появ-
ляются два окна, в которых показываются значение коорди-
наты точки измерения и значение интенсивности в этой точ-
ке. Измерения интенсивности не прекращаются в течение 
всего режима паузы, что позволяет, например, точнее отрегу-
лировать высоту дифракционной картины с помощью регу-
лировки зеркала. Выход из режима паузы осуществляется при 
нажатии любой клавиши. Выполнение эксперимента можно 
прервать, нажав <ESC>. 

По окончании эксперимента фотоприемник возвращается 
на прежнюю позицию, график перерисовывается в удобном 
масштабе. Если результаты эксперимента удовлетворитель-
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ны, то при нажатии клавиши <ENTER> результаты будут за-
несены в память для последующей обработки, в противном 
случае нажмите <ESC> и повторите эксперимент. 

ВНИМАНИЕ! Дальнейшая обработка результатов про-
водится только в случае, когда эксперимент выполняется до 
конца, т.е. проведены измерения во всех 256 точках! Кроме 
этого, обработка должна производиться сразу после выпол-
нения каждого эксперимента, т.к. в памяти компьютера со-
храняются только результаты последнего эксперимента. 

Режим ОБРАБОТКА служит для определения парамет-
ров объекта по результатам последнего эксперимента. В зави-
симости от исследуемого объекта необходимо выбрать один 
из режимов: ЩЕЛИ или ПРОВОЛОКА. 

В режиме ОБРАБОТКА-ЩЕЛИ для определения шири-
ны щели и периода решается задача минимизации суммы 
квадратов отклонений экспериментальных данных от теоре-
тической зависимости. Решение этой задачи в случае исполь-
зования дифракционной формулы (12) является достаточно 
громоздким и сложным, так как необходимо искать минимум 
функции четырех переменных: интенсивности I0 и координа-
ты центра картины, величин b и d, входящих как параметры 
тригонометрических функций. Более простой задачей являет-
ся обработка фурье-образа от интенсивности. 

Из теории дифракции известно, что распределение поля 
на экране при дифракции Фраунгофера является фурье-
образом от функции пропускания объекта. В случае дифрак-
ции на N щелях функция пропускания равна единице в про-
зрачных областях и нулю в остальных, т.е. представляется в 
виде N прямоугольников. Так как регистрируется не поле, а 
интенсивность, то можно показать, что фурье-образ от интен-
сивности представляет собой совокупность 2N – 1 "треуголь-
ников", амплитуды которых, начиная от центрального "тре-
угольника" влево и вправо, уменьшаются в пропорции N : (N 
–1):(N – 2):.. :1. Ширина (на полувысоте) каждого "треуголь-
ника" и расстояние между ними определяются соответствен-
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но шириной щели и расстоянием между щелями, что позво-
ляет достаточно быстро и точно получить требуемые оценки 
данных параметров объекта. В частности, фурье-образ от ди-
фракционной картины, полученной при одной щели, пред-
ставляет собой один “треугольник”. Более подробно вопрос 
соответствия дифракционной картины и ее фурье-спектра 
можно исследовать, работая в режиме МОДЕЛИРОВАНИЕ. 

После входа в режим ОБРАБОТКА-ЩЕЛИ на экране по-
является график экспериментальной зависимости и после вы-
полнения фурье-преобразования отображается график  фурье-
образа, представляющий собой совокупность "треугольни-
ков". Для продолжения обработки необходимо указать число 
щелей, после чего ЭВМ находит начальное приближение, ри-
суется его график и начинается процесс поиска минимума 
функции в автоматическом режиме. Значение минимального 
значения указывается под графиком фурье-образа. После то-
го, как минимум найден, определяются ошибки значений па-
раметров. Далее перерисовывается график эксперименталь-
ной зависимости, на нем наносится соответствующий теоре-
тический график и указываются найденные значения пара-
метров объекта и интенсивности в центре картины. Эти дан-
ные необходимо записать в тетрадь. Если результаты обра-
ботки удовлетворительны, нажмите <ENTER>, полученные 
результаты будут занесены в единую справочную таблицу. 

После входа в режим ОБРАБОТКА-ПРОВОЛОКА на 
экране появляется график экспериментальной зависимости, 
на котором необходимо последовательно указать координаты  
всех минимумов и максимумов. Так как интенсивность в цен-
тре картины велика, то для удобства работы можно изменить 
масштаб графика в вертикальном направлении, для этого ис-
пользуются клавиши <СТРЕЛКА ВНИЗ> и <СТРЕЛКА 
ВВЕРХ>. После выбора удобного масштаба, когда хорошо 
видны минимумы и максимумы в наблюдаемой картине, сле-
дует нажать <ENTER>. После этого на экране появляются два 
курсора, которые необходимо установить на первые миниму-
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мы, ближайшие к центральному максимуму с левой и правой 
сторон. Местоположение одного из курсоров ("активного") 
изменяется клавишами <СТРЕЛКА ВПРАВО> и <СТРЕЛКА 
ВЛЕВО>, чтобы сделать "активным" другой курсор, нажмите 
<TAB>. После установки обоих курсоров на первый мини-
мум, нажмите <ENTER>, в результате позиции курсоров бу-
дут запомнены. Далее необходимо последовательно устанав-
ливать курсоры на первый максимум, второй минимум, вто-
рой максимум и т.д. Когда все возможные действия будут 
выполнены, надо прекратить установку курсоров нажатием 
клавиши <ESC>. Если в процессе обработки были допущены 
ошибки, то, нажав на клавишу <F10>, можно уточнить коор-
динаты. Если все выполнено правильно, то после нажатия 
клавиши <ENTER>, будут выполнены расчеты и найдена 
толщина проволоки. На экспериментальном графике появит-
ся график теоретической зависимости интенсивности при ди-
фракции на щели такого же размера. В соответствии с прин-
ципом Бабине эти графики должны совпадать всюду, кроме 
области прямого луча. 

В принципе, режим ОБРАБОТКА-ПРОВОЛОКА может 
использоваться и для обработки дифракционной картины, по-
лученной на одной щели. 

В режиме АНАЛИЗ на экране появляется справочная 
таблица, в которой занесены результаты обработки всех пре-
дыдущих экспериментов. 

Проведение эксперимента 

Упражнение 1. Дифракция Фраунгофера на одной щели 
Целью данного упражнения является получение зависи-

мости интенсивности в центре картины от ширины щели. 
Измерения 
Установите на предметный столик объект, содержащий 

набор щелей. Перемещая объект в перпендикулярном к лучу 
лазера направлении, получите на экране четкую картину, со-
ответствующую дифракции на одной из щелей комплекта. 
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Проведите последовательно все действия, описанные в пунк-
тах ИЗМЕРЕНИЕ и ОБРАБОТКА. Полученные в ходе обра-
ботки результаты (ширина щели и интенсивность в центре) 
занесите в тетрадь. 

Проведите измерения со всеми щелями, входящими в 
данный объект. 

Обработка результатов 
Построить график зависимости интенсивности в центре 

картины от ширины щели. На основании формул (4')–(5) по-
лучить теоретическую формулу данной зависимости. Обос-
новать совпадение или несовпадение экспериментальных и 
теоретических данных. 

Упражнение 2.   Дифракция Фраунгофера на не-
скольких щелях 

Целью данного упражнения является определение пара-
метров исследуемых объектов и получение зависимости ин-
тенсивности в центре картины от числа щелей. 

Измерения 
Установите на предметный столик оправу, содержащую 

набор из одной, двух, трех и четырех щелей примерно одина-
ковой ширины и периода. Перемещая оправу в перпендику-
лярном к лучу направлении, выберите один из объектов, про-
ведите последовательно все действия, описанные в пунктах 
ИЗМЕРЕНИЕ и ОБРАБОТКА. Полученные в ходе обработки 
результаты (число, ширина и период щелей, интенсивность в 
центре) занесите в тетрадь. Аналогично проведите измерения 
для всех четырех объектов. 

Обработка результатов 
По полученным данным построить зависимость интен-

сивности в центре картины от числа щели. На основе форму-
лы (12) получить формулу для теоретической зависимости. 
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Обосновать совпадение или несовпадение эксперименталь-
ных и теоретических данных. 

Упражнение 3.  Дифракция Фраунгофера на проволоке 
Целью данного упражнения является определение тол-

щины проволоки и экспериментальная проверка принципа 
Бабине. 

Измерения 
Установите на предметный столик оправу с проволокой и 

проведите последовательно все действия, описанные в пунк-
тах ИЗМЕРЕНИЕ и ОБРАБОТКА. Полученное в ходе обра-
ботки значение толщины проволоки занести в тетрадь. 

Обработка результатов 
Обьясните проводимое в режиме ОБРАБОТКА сравне-

ние экспериментальных результатов, полученных при ди-
фракции на проволоке, с теоретическим распределением ин-
тенсивности при дифракции на щели. 

Контрольные вопросы 
1. Что такое принцип Гюйгенса–Френеля? 
2. Объясните на основе принципа Гюйгенса–Френеля, 

почему при дифракции на одной щели существуют углы ди-
фракции, для которых интенсивность света равна нулю? По-
лучить выражение для определения значений таких углов. 

3. Как по виду дифракционной картины от объекта, со-
держащего несколько щелей, определить количество щелей? 

4. Как соотносятся координаты минимумов и максиму-
мов двух дифракционных картин: от щели и от проволоки 
одинакового размера? Почему? 

5. Каковы дополнения Френеля к принципу Гюйгенса? 
6. В чем заключается принцип построения зон Френеля? 
7. Дифракция Фраунгофера. 
8. Почему дифракция не наблюдается на больших отвер-

стиях и больших дисках? 
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9. Какие практические применения имеет формула Вуль-
фа-Бреггов? 

10. Рентгеноструктурный анализ. Рентгеновская спектро-
скопия. 

Задачи 
1. Дифракция наблюдается на расстроянии 1,2м от то-

чечного источника монохроматического света. Посередине 
между источником света и экраном находится диафрагма с 
круглым отверстием. Определите длину волны падающего 
света, если диаметр отверстия, при котором центр дифракци-
онных колец на экране является наиболее темным, равен 
1,2мм.  (Ответ: 500нм) 

2. Определите длину волны монохроматического света, 
нормально падающего на узкую щель шириной 0,05 мм, если 
направление света на первый дифракционный максимум (по 
отношению к первоначальному направлению света) составля-
ет 1

о
.  (Ответ: 582нм) 
3. Наибольший порядок спектра, получаемый с помощью 

дифракционной решетки, равен 5. Определите постоянную 
дифракционной решетки, если известно, что монохроматиче-
ский свет (0,5мкм) падает на нее нормально.  (Ответ:2,5мкм) 
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Цель работы 

Экспериментальное получение света с различными со-

стояниями поляризации (эллиптической, циркулярной, ли-

нейной), изучение свойств четвертьволновой пластинки (пла-

стинки /4), анализ эллиптически поляризованного света. 

Идея эксперимента 

Применение двулучепреломляющих кристаллических 

пластинок позволяет изменять состояние поляризации пада-

ющего излучения путем изменения ориентации пластинки. 

I. Теория 

§1.1.Поляризация электромагнитных волн 
Из электромагнитной теории света, базирующейся на си-

стеме уравнений Максвелла, следует, что световые волны по-

перечны. Это означает, что в распространяющейся в вакууме 

или изотропной среде бегущей электромагнитной волне в 

любой момент времени и в любой точке пространства вектора 

напряженности электрического поля  ̅  ̅    и магнитного по-

ля  ̅  ̅    образуют с волновым вектором  ̅ правую тройку 
векторов. В общем случае в произвольном сечении, ортого-

нальном к направлению распространения волны, могут при-

сутствовать все возможные направления колебаний взаимно 

перпендикулярных векторов  ̅  ̅    и  ̅  ̅   . Такое излуче-

ние принято называть естественным (пример: излучение 

обычной электрической лампочки). Если же колебания векто-

ра  ̅  ̅    происходят всегда только в одной плоскости, то та-

кое излучение называют плоско поляризованным или линей-

но поляризованным, а плоскость, образованную векторами 

 ̅  ̅    и  ̅ плоскостью поляризации (ранее плоскостью по-
ляризации называли плоскость, образованную векторами 

 ̅  ̅    и  ̅). 

Линейно поляризованное излучение можно получить из 

естественного с помощью различных поляризационных при-
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способлений, основными из которых являются поляризаторы. 

В основе работы этих приборов лежат следующие физиче-

ские явления: двойное лучепреломление, дихроизм (дихроич-

ное поглощение), отражение и рассеяние света. В последнее 

время в поляризационных измерениях используются в основ-

ном поляризаторы, работа которых основана на двух первых 

оптических явлениях. В данной работе в качестве поляриза-

торов используются пленочные (дихроичные) поляроиды
*
. 

Они представляют собой растянутые полимерные пленки, у 

которых поглощение света зависит от направления колебаний 

вектора  ̅  ̅   . Эти полимерные материалы практически 

полностью пропускают одну из компонент поля  ̅  ̅    в 

волне и поглощают перпендикулярную к ней компоненту. В 

результате после прохождения через поляроид излучение ли-

нейно поляризовано в плоскости пропускания поляроида. 

Пусть пучок естественного света интенсивностью I0 про-

ходит последовательно через два поляроида, плоскости про-

пускания которых образуют угол . Найдем зависимость ин-

тенсивности прошедшего света I() от угла . Так как в есте-

ственном свете присутствуют все возможные направления 

поляризации, то после прохождения первого поляроида, 

называемого в этом случае поляризатором, излучение станет 

линейно поляризованным с интенсивностью I1= I0/2. Плос-

кость пропускания второго поляроида (называемого анализа-

тором) повернута на угол  относительно плоскости поляри-
зации падающей на него волны, поэтому через него пройдет 

только соответствующая компонента вектора E2=E1cos. 

Так как интенсивность IE
2
, то в результате получим: 

I2 = I1cos
2 

                                                                   
*
 В зависимости от типа поляризации выходного излучения поляризаторы 

разделяются на линейные, циркулярные и эллиптические. Линейный 

поляризатор называется поляроидом. 
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Полученная зависимость носит название закона Малюса. 

Если для световой волны задано направление распро-

странения, то в общем случае ее можно представить как су-

перпозицию двух линейно поляризованных волн, для кото-

рых направления поляризации взаимно перпендикулярны. 

Для естественного света характерно хаотическое изменение 

амплитуд и фаз каждой из этих волн. Если же амплитуды 

обеих волн постоянны, а разность фаз остается постоянной, 

то в зависимости от разности фаз будут наблюдаться различ-

ные состояния поляризации волны. Рассмотрим подобную 

ситуацию более подробно. 

Пусть вдоль оси Z распространяются две монохромати-

ческие линейно поляризованные волны, для которых    
    , а плоскости поляризации взаимно перпендикулярны. 

Тогда для компонент результирующего поля  ̅  ̅    волны 

можно записать: 

                         

                         

где k=2/  волновое число; a и b амплитуды каждой из 

волн;             и              фазы каж-

дой из волн;    и     начальные значения фазы каждой из 
волн. 

Исключая        , получим уравнение траектории для 

результирующего колебания в виде уравнения эллипса: 

  
 

  
 

  
 

  
 

      

  
              

где                 разность фаз. 

В зависимости от соотношения амплитуд a и b и разно-

сти фаз 1-2 состояние поляризации результирующей волны 
будет различной. 
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1) Начальные значения фаз равны друг другу:      . В 

этом случае 

       

 
 

       

 
  

и результирующая волна является линейно поляризованной 

волной с амплитудой    √     , при этом ее плоскость 

поляризации образует угол        (
 

 
) c осью Х (рис.1д). 

2)Разность фаз                  . 

В этом случае 

       

 
  

       

 
  

и результирующая волна также будет линейно поляризованной 

с амплитудой    √     , а ее плоскость поляризации бу-

дет образовывать угол         (
 

 
) c осью Х (рис.1а и 1к). 

 

Рис.1. Поляризация волны при различных значениях 

разности фаз. 

3) Разность фаз                
 

 
, т.е. волна 

поляризованная вдоль оси Х опережает на 
 

 
 волну, поляризо-

ванную вдоль оси Y. 

В этом случае 

(
       

 
)

 

 (
       

 
)
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при этом вектор  ̅      результирующего поля в любой точке 

оси Z будет вращаться в плоскости z=const против часовой 

стрелки (наблюдение ведется навстречу волне), а конец век-

тора  будет описывать эллипс с полуосями a и b, ориентиро-

ванными вдоль осей X и Y (рис.1ж). Такую волну называют 

левой эллиптически поляризованной волной. Если при этом 

a=b, то длина вектора  ̅      остается неизменной и равной a. 

Такую волну называют поляризованной по кругу, или цирку-

лярно поляризованной, причем в данном случае говорят о ле-

вой круговой поляризации волны. 

4)                 
 

 
, т.е. волна поляризо-

ванная вдоль оси Х отстает на 
 

 
 от волны, поляризованной 

вдоль оси Y. 

Результаты будут аналогичны результатам, полученным в 

п.3, только вектор  ̅      результирующего поля будет вра-
щаться по часовой стрелке, и такую волну называют правой 

циркулярно или эллиптически поляризованной волной (рис.1в). 

5) в общем случае, для произвольного соотношения    и 

   результирующий вектор  ̅     будет вращаться в плоско-
сти z=const, при этом его конец будет описывать эллипс. Ори-

ентация осей эллипса и их размер будут полностью опреде-

ляться отношением амплитуд b/a и разностью фаз      . 

Направление вращения результирующего вектора зависит 

только от знака разности фаз   . Разобранные выше случаи 
позволяют сформулировать следующее правило (с учетом пе-

риодичности разность фаз    будем считать лежащей в ин-

тервале от - до +): 

а)    =0 или       - линейно поляризованная волна; 

б)        - лево поляризованная волна (рис.1е-1и); 

в)          - право поляризованная волна (рис. 1б-1г). 

Таким образом, в общем случае вдоль оси Z будет рас-

пространяться эллиптически поляризованная волна (линейная 
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поляризация есть частный случай эллиптической поляриза-

ции, когда размер одной из полуосей эллипса равен нулю). 

Из приведенных соотношений следует, что волну с про-

извольной поляризацией можно всегда представить как сум-

му двух линейно поляризованных волн с взаимно перпенди-

кулярными направлениями поляризации. В свою очередь, 

любую линейно поляризованную волну можно представить 

как сумму двух циркулярно поляризованных волн с левой и 

правой поляризациями. 

Обратим внимание на следующий факт. Хотя значение 

разности фаз существенным образом влияет на состояние по-

ляризации результирующей волны, интенсивность волны не 

зависит от    и пропорциональна сумме квадратов амплитуд 

составляющих: I  a
2
+b

2
. Это связано с тем, что две волны со 

взаимно перпендикулярными направлениями поляризации не 

интерферируют друг с другом, т.е. интенсивность суммы та-

ких волн равна сумме их интенсивностей. 

§1.2.Распространение света в анизотропных средах 

Для экспериментального получения эллиптически поля-

ризованной волны из линейно поляризованной используют 

анизотропные кристаллические пластинки, в которых волны с 

ортогональными направлениями поляризации распространя-

ются с различными скоростями. В результате в зависимости 

от толщины соответствующей пластинки можно получить 

любое состояние поляризации волны после прохождения 

пластинки. 

В анизотропных веществах оптические свойства не оди-

наковы в различных направлениях, вследствие чего наблюда-

ется целый ряд интересных явлений. В частности, в 1670г. 

датский исследователь Эразм Бартолин впервые наблюдал 

явление, названное впоследствии явлением двойного луче-

преломления. Если на кристалл из исландского шпата, выре-
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занную определенным образом, нормально к поверхности 

направить луч света, то на выходе наблюдаются два луча 

(рис.2). Один из них проходит через кристалл без отклонения 

и представляет собой продолжение падающего. Его принято 

называть обыкновенным лучом (о). Второй, несмотря на нор-

мальное падение, испытывает преломление и выходит парал-

лельно первому, но при этом несколько смещен в сторону. 

Этот луч называют необыкновенным (е). С помощью анали-

затора можно убедиться, что выходящие лучи, во-первых, 

линейно поляризованы, а во-вторых, их плоскости поляриза-

ции взаимно перпендикулярны. 

Величина смещения второ-

го луча относительно первого 

зависит как от толщины, так и 

от ориентации пластины. Ока-

залось, что для исландского 

шпата существует такое 

направление в кристалле, при 

распространении света вдоль 

которого двойное лучепрелом-

ление не наблюдается, т.е. со-

храняются как направление 

распространения, так и поляризация. Такое направление 

называют оптической осью кристалла. 

Анизотропные кристаллы подразделяют на одноосные и 

двуосные. В одноосных существует единственное направле-

ние, при распространении вдоль которого не происходит 

расщепление падающего пучка. К таким кристаллам относят-

ся кристаллы из исландского шпата, кварца и др. В двуосных 

кристаллах явление двулучепреломления не наблюдается для 

двух направлений распространения и для таких кристаллов не 

существует понятий обыкновенного и необыкновенного лу-

чей. Примером двуосного кристалла является слюда. При 

е

о

кристалл

 

Рис.2. Двойное 
лучепреломление света. 
Точками и черточками 
показано направление 
колебаний вектора Е. 
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дальнейшем рассмотрении речь будет идти только об одно-

осных кристаллах. 

Физической причиной анизотропии является тот факт, 

что возникающий в таких кристаллах под действием электри-

ческого поля оптической волны дипольный момент не совпа-

дает по направлению с электрическим полем волны. Это вы-

звано тем, что величина смещения электронов в кристалле за-

висит от направления вектора электрического поля. Поэтому 

поляризуемость атомов, а следовательно, значения диэлек-

трической проницаемости и показателя преломления будут 

различными для разных направлений поляризации распро-

страняющихся в кристалле волн. В итоге после прохождения 

пластины, сделанной из анизотропного вещества, состояние 

поляризации может измениться. 

Пусть на одноосный кристалл по направлению, не совпа-

дающему с оптической осью кристалла, падает пучок света. 

Плоскость, образованную направлением распространения па-

дающего света, и направлением оптической оси кристалла, 

принято называть главным сечением кристалла. Падающий 

свет можно представить как сумму двух линейно поляризо-

ванных волн со взаимно перпендикулярными направлениями 

поляризации: первая волна поляризована в плоскости, пер-

пендикулярной к главному сечению кристалла (она называет-

ся обыкновенной), а для второй плоскость поляризации сов-

падает с главным сечением (такая волна называется необык-

новенной). Можно показать, что обыкновенная волна распро-

страняется в кристалле во всех направлениях с одинаковой 

скоростью и характеризуется постоянным значением показа-

теля преломления, обозначаемым no. Для необыкновенной 

волны скорость распространения зависит от направления 

распространения, для нее значение показателя преломления, 

максимально отличающееся от no, обозначается ne. В зависи-

мости от знака разности (ne - no) кристаллы подразделяются 
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на положительные и отрицательные: если (ne - no)>0, то кри-

сталл - положительный, если наоборот - то отрицательный. 

Так как скорость распространения света в веществе с показа-

телем преломления n равна =c/n (с - скорость света в вакуу-

ме), то в положительном кристалле скорость распространения 

обыкновенной волны o=c/no больше скорости распростране-

ния необыкновенной e, лежащей в интервале от c/ne до c/no. 

При этом максимальное значение скорости распространения 

необыкновенной волны e= c/no (совпадает со скоростью 
обыкновенной) будет при распространении волны вдоль оп-

тической оси, а минимальное -e= c/ne - при распространении 

строго перпендикулярно к оптической оси. В отрицательном 

кристалле, напротив, обыкновенная волна распространяется 

медленнее необыкновенной, для которой скорость e лежит в 
интервале от c/no до c/ne. 

Рассмотрим случай, когда линейно поляризованный свет 

                     падает нормально на пластину, 

сделанную из одноосного кристалла, параллельные грани ко-

торой вырезаны вдоль оптической оси, т.е. оптическая ось ле-

жит в плоскости грани (на рис.3 свет распространяется вдоль 

оси Z, а оптическая ось совпадает с осью X). Пусть плоскость 

поляризации падающего света составляет угол  с главным се-

чением кристалла  плоскостью XOZ (в данном случае угол  

 это угол между направлением поляризации волны и оптиче-
ской осью кристалла). В дальнейшем будем считать, что угол 

 меняется в пределах от -/2 до +/2. Разложим падающую 

волну на две составляющие - для одной соответствующая ком-

понента вектора E будет параллельна оптической оси, для дру-

гой - перпендикулярна (рис.3). Амплитуда колебаний поля для 

первой волны будет задаваться выражением   |  |      , а 

для второй -   |  |  |    | (заметим, что так как знак sin 

зависит от знака , то при <0 следует учесть изменение фазы 
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второй волны на ). Таким образом, через кристалл в одном 

направлении, но с различной скоростью будут распростра-

няться две волны, поляризованные во взаимно перпендикуляр-

ных направлениях, которые принято называть главными 

направлениями кристаллической пластинки. 

В соответствии с вышесказанным, первая волна является 

необыкновенной (ее плоскость поляризации совпадает с глав-

ным сечением), а так как направление распространения волны 

перпендикулярно к оптической оси, то для нее показатель пре-

ломления будет равен ne. Для второй волны - обыкновенной 

(ее плоскость поляризации перпендикулярна главному сече-

нию) - показатель преломления равен no. Скорости распро-

странения таких волн задаются формулами e=c/ne и o=c/no. 
Если толщина пластины равна d, то оптическая разность хода 

 на выходе из пластины будет равна =(ne-no)d, и, следова-

тельно, разность фаз  между двумя волнами, поляризованны-
ми во взаимно перпендикулярных направлениях, после выхода 

из пластинки (в вакууме) будет равна   
  

 
   

  

 
 

         . При этом в отсутствии поглощения амплитуды 
каждой из волн останутся неизменными и равными a и b. 


E0

a

b

X

Z

Y

a

b
оптическая

ось

(о)

(е)


0

 

Рис.3. Прохождение линейно поляризованного света через 

кристалл. 
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Предположим для определенности, что ne - no > 0 (приме-

ром такого вещества является кварц). В зависимости от угла 

 и разности фаз  поляризация выходящей волны будет раз-

личной. Для анализа ситуации воспользуемся результатами, 

полученными ранее, при этом учтем, что так как разность фаз 

 может принимать любые значения, большие нуля, то с уче-

том периодичности для каждого  будем указывать соответ-

ствующее значение разности фаз   , удовлетворяющего 

условию |  |   . 

1) =0 или =/2,  любое. 
В этом случае состояние поляризации и амплитуда волны 

после прохождения кристалла не изменятся, так как амплиту-

да одной из составляющих на входе в кристалл (либо a, либо 

b) будет равна нулю. 

2) 0<| |</2, =2m (m=0,1,2,...),    =0. 

Состояние поляризации и амплитуда волны также не из-

менятся, так как возникающая между двумя взаимно перпен-

дикулярными составляющими волны разность фаз кратна 2. 

3) 0<| |</2, =+2m (m=0,1,2,...),    =. 
Выходящая волна останется линейно поляризованной, 

но плоскость поляризации повернется на угол 2| | и соста-

вит угол (-) с оптической осью (рис.4a). Такую пластинку 

принято называть пластинкой /2, так как разность хода , 

соответствующая заданной разности фаз , будет равна 

=/2m (m=0,1,2,...). Так как амплитуда волны не изменя-

ется, то пластинка /2 может использоваться для поворота 
плоскости поляризации исходной волны на любой наперед 
заданный угол. 

4) 0<</2, =/2+2m (m=0,1,2,...),    =/2. 
Необыкновенная волна «обгоняет» обыкновенную по фа-

зе на /2, поэтому на выходе будет наблюдаться эллиптиче-

ская лево поляризованная волна, причем оси эллипса будут 

ориентированы по направлениям поляризации исходных со-
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ставляющих волны (рис.4b). Такую пластинку называют пла-

стинкой /4 (разность хода = /4  m (m=0,1,2,...)). 

a

x

y

-a

b

-b

а) =

пластинка /2

до

после

    

a

x

y

-a

b

-b

b)  0<</2,  =/2,     = /2

или  -/2<<0,  =3/2,     = /2

пластинка /4

до

после

 

Рис.4. Схема изменения состояния линейной поляризации 

волны при прохождении двулучепреломляющей пластинки 

Если =/4,  то     |  | √ ⁄ , следовательно выходя-
щая волна будет иметь круговую поляризацию и амплитуду 

|  | √ ⁄ . 

5) 0<</2, =3/2+2m (m=0,1,2,...),    =-/2. 

Хотя разность фаз >0, но соответствующее значение    
<0 (как отмечалось выше, |  |   ), в итоге необыкновенная 

волна «отстанет» от обыкновенной по фазе на /2, и на выхо-
де будет наблюдаться эллиптическая право поляризованная 
волна, и оси эллипса будут ориентированы по направлениям 
поляризации исходных составляющих волны (рис.4c). Такую 

пластинку также называют пластинкой /4 (разность хода 
     ⁄                 

6) -/2<<0, =/2+2m (m=1,2,...),    = -/2. 

В отличии от случая 4) значение  отрицательно, что, как 
отмечалось выше, эквивалентно изменению фазы второй вол-

ны на входе в пластину на угол . Это приведет и к соответ-
ствующему изменению   . В итоге результирующая волна 



317 

будет иметь, как и в случае 5), эллиптическую правую поля-

ризацию. Эта пластинка также является пластинкой /4. 

7) -/2<<0, =3/2+2m (m=0,1,2,...),    =/2. 

Повторяя рассуждения, приведенные для случая 6), отме-

тим, что результирующая волна будет иметь, как и в случае 

4), эллиптическую левую поляризацию. 

8) В общем случае, для произвольных значений  и  на 
выходе из пластинки волна будет иметь, вообще говоря, эл-

липтическую поляризацию с различными значениями соот-

ношения полуосей и их ориентации
2
. 

Пластинка /4 широко используется в оптических иссле-

дованиях как для получения круговой поляризации, так и для 

анализа поляризационных свойств светового пучка. Как уже 

отмечалось выше, если на нее направить линейно поляризо-

ванный пучок света, то: 

а) если плоскость поляризации совпадает с главной плос-

костью кристалла или перпендикулярна к ней, то характери-

стики выходного пучка будут полностью совпадать с харак-

теристиками входного; 

б) если условие а) не выполнено, то на выходе пластинки 

/4 всегда будет наблюдаться эллиптически поляризованная 

волна (которая при угле | |=/4 превратится в круговую) с 

полуосями a и b, причем одна из осей эллипса всегда будет 

совпадать с оптической осью кристалла, а направление вра-

щения будет зависеть от угла  и разности фаз . Отметим, 
что получение круговой поляризации из линейной может 

быть достигнуто только с помощью пластинки /4. 

С помощью пластинки /4 можно преобразовать эллип-
тически поляризованный свет в линейно поляризованный. 

Как отмечалось выше, эллиптически поляризованный свет 
                                                                   
2
 Для наглядного изучения вопросов прохождения поляризованного излуче-

ния через анизотропную среду можно воспользоваться интернет-

иллюстрациями [5]. 
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всегда можно представить как сумму двух линейно поляризо-

ванных волн, у которых направления поляризации взаимно 

перпендикулярны. 

Пропустим такой свет через пластинку /4, главные 

направления которой совпадают с осями эллипса. Так как 

разность фаз, вносимая пластинкой также равна   /2, то для 
прошедшей волны разность фаз между ее компонентами бу-

дет равна либо нулю, либо   . Таким образом прошедшая 

волна станет линейно поляризованной, причем направление 

поляризации будет совпадать с одной из диагоналей прямо-

угольника, описанного вокруг эллипса (линии АА или ВВ). 

На рис. 1доп. показан эллипс, 

соответствующий эллиптически 

поляризованной волне, оси кото-

рого ориентированы вдоль осей X 

и Y. Эту волну можно представить 

в виде суммы двух линейно поля-

ризованных волн, направления 

поляризации которых совпадают с 

осями X и Y. Тогда амплитуды 

этих линейно поляризованных 

волн будут равны соответственно 

a и b, а разность фаз между ними 

равна   /2 (знак зависит от 
направления вращения вектора 

поляризации в эллиптически поляризованной волне). 

Пусть для определенности прошедшая волна поляризо-

вана вдоль направления АА, т.е. разность фаз между ее ком-

понентами равна нулю. Повернем пластинку /4 на 90 граду-
сов, тогда разность фаз, вносимая пластинкой, изменит свой 

знак, разность фаз между компонентами станет равной , тем 

самым, прошедшая волна станет поляризованной вдоль 

направления ВВ. 
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Именно такие действия осуществляются при выполнении 

упражнения 4 (пункт 7). 

Отметим, что независимо от толщины пластинки, ее ори-

ентации, состояния поляризации падающего пучка интенсив-

ность пучка на выходе из пластинки не изменится (если по-

глощение и рассеяние света в пластинке пренебрежимо ма-

лы). Поэтому для определения характеристик выходного пуч-

ка необходимо использовать анализатор. 

§1.3.Анализ эллиптически поляризованного света 

Рассмотрим подробно случай, 

когда двулучепреломляющая пла-

стинка расположена между поляри-

затором и анализатором. На рис.5 

плоскость чертежа перпендикулярна 

к падающему пучку света. Пусть оп-

тическая ось кристалла ориентиро-

вана вдоль оси X, плоскость поляри-

зации падающего пучка (обозначена 

РО), задаваемая поляризатором, об-

разует с осью X угол , а плоскость 

пропускания анализатора (обозначе-

на АО)  угол . Пусть амплитуда 
падающей волны равна с, тогда со-

ответствующие амплитуды необыкновенной (ориентирована 

вдоль оси X) и обыкновенно (ориентирована вдоль оси Y) волн 

будут соответственно                    . 

Заменяя               

 
, получим для интенсивно-

сти прошедшего света: 

                                              

          
 

 
    [                          

 

 
]  

0

X

Y P

A





c

a

b

a 0

b 0

 
Рис.5. 
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Если - = /2 (поляризатор и анализатор скрещены), то 

                
 

 
                                

Если = (поляризатор и анализатор параллельны), то 

     (             
 

 
)                        

Рассмотрим, как будет меняться интенсивность прошед-

шего света при скрещенных и параллельных поляроидах, ес-

ли поворачивать пластину вокруг оси Z, т.е. изменять углы  

и , но при этом - = const. 
При скрещенных поляроидах за один полный оборот для 

четырех направлений ( = 0, /2, , 3/2) интенсивность света 

будет равна нулю. Эти направления соответствуют случаям, 

когда оптическая ось кристалла ориентирована по оси про-

пускания любого из поляроидов, и, следовательно, состояние 

поляризации при прохождении пластинки изменяться не бу-

дет. Максимум интенсивности, наблюдаемый для =/4+m/2  
(m=0,1,2,3), будет равен 

         
 

 
                                      

При параллельных поляроидах, напротив, для четырех 

направлений (=0, /2, , 3/2) интенсивность света будет 
максимальна и равна исходной. Минимум интенсивности, 

наблюдаемый для =/4+ m/2 (m=0,1,2,3), будет равен 

     (      
 

 
)         

 

 
                     

Таким образом, если измерить отношение минимальной 

и максимальной интенсивностей при параллельных полярои-

дах, то можно с точностью до знака определить значение раз-
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ности фаз  (знак разности фаз влияет на направление враще-

ния вектора поляризации): 

   
 

 
 √

    

    
                                           

Для определения направления вращения вектора поляри-

зации, как отмечалось выше, необходимо использовать пла-

стинку /4. 
Одной из величин, характеризующих свойства поляризо-

ванного света, является степень поляризации P, задаваемая 

формулой: 

  
         

         
                                        

где Iмакс и Iмин соответственно максимальная и минимальная 

интенсивности света, соответствующие двум взаимно пер-

пендикулярным компонентам электрического вектора. Из 

формулы (6) видно, что для линейно поляризованного света 

степень поляризации P=1, а для круговой поляризации P=0. 

II.Эксперимент 

§2.1.Схема экспериментальной установки 

В состав экспериментальной установки входят (рис.6): 

1. Источник света  полупроводниковый лазер, излуче-

ние которого является строго монохроматическим (длина 

волны  указана непосредственно на установке). Кроме этого, 
лазер излучает линейно поляризованное излучение, что поз-

воляет проводить экспериментальные исследования без поля-

ризатора. 

2. Приемник излучения  фотодиод типа ФД-24К. 

3. Поляроид - анализатор, заключенный во вращающую-

ся оправу со шкалой (цена деления шкалы 2 градуса). 
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4. Пластинка /4 (длина волны соответствует длине вол-

ны лазера), заключенная во вращающуюся оправу. 

5. Пластинка неизвестной толщины и ориентации, за-

ключенная во вращающуюся оправу. 

6. Цифровой измеритель тока фотодиода (значение тока 

пропорционально интенсивности света, падающего на фото-

диод). 

7. Оптическая скамья со специальными гнездами для 

крепления оптических элементов установки. 

 
Рис.6. Схема экспериментальной установки. 

Элементы оптической схемы устанавливаются в гнезда и 

фиксируются с помощью винтов. Лазер и фотодиод устанав-

ливаются стационарно таким образом, чтобы луч лазера по-

падал строго в центр входного окна фотодиода. На пути луча 

помещаются (в зависимости от задания) остальные элементы 

схемы - поляроид-анализатор и пластинки. Анализатор сори-

ентирован таким образом, чтобы при отсчете на его шкале, 

равном 90 градусов, излучение лазера не проходило через 

анализатор (плоскость поляризации лазерного излучения ор-

тогональна плоскости пропускания анализатора). Пластинки 

представляют собой пленки из полимерного материала, обла-

дающие двулучепреломлением. 

Цифровой измеритель типа В830 работает в режиме из-

мерения фототока, диапазон измерений выбирается в соот-
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ветствии с величиной тока (обычно установлен максималь-

ный диапазон - до 2000 микроампер). 

Внимание! Так как лазер является источником направ-

ленного излучения мощностью около 1 милливатта, то не 

следует допускать попадания самого излучения и отражен-

ных от элементов схемы лучей в глаз наблюдателя. Поэтому 

необходимо стараться устанавливать элементы таким обра-

зом, чтобы отраженный луч попадал на оправу лазера. 

§2.2.Проведение экспериментальных исследований 

Так как в большинстве заданий требуется построение гра-

фиков в полярных координатах, то следует заранее подготовить 

несколько сеток полярных координат диаметром 70-80 мм с ра-

диусами-векторами, проведенными через 10-20 градусов. 

Упражнение 1. Исследование линейно поляризован-

ного света 

1. Установить в ближайшее к фотоприемнику гнездо по-

ляроид-анализатор. Проконтролировать, чтобы излучение ла-

зера попадало на фотоприемник, а отраженный от анализато-

ра луч  на оправу лазера. Установить максимальный диапа-

зон для измеряемого тока на цифровом измерителе тока. 

2. Перед началом измерений необходимо проверить ори-

ентировку поляроида-анализатора. Для этого следует устано-

вить поляроид-анализатор на деление 90 градусов, при этом 

значение интенсивности прошедшего света должно быть 

близко к нулю. Если это не так, то, ослабив стопорящий винт 

на кольцевой оправе, провернуть корпус анализатора и до-

биться выполнения этого условия. 

3. Последовательно поворачивая анализатор каждый раз 

на 10-15 градусов, провести измерения фототока. Измерения 

проводятся для одного полного оборота анализатора вокруг 

собственной оси. 
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4. Построить на заготовленной координатной сетке в по-

лярных координатах график зависимости нормированного 

значения интенсивности от угла поворота анализатора, при 

этом значение интенсивности нормируется на ее максималь-

ное значение. 

5. Построить на той же сетке график функции cos
2 от 

угла поворота , причем ориентация экспериментального и 
теоретического графиков (направления на максимум) должны 

совпадать. Из полученных результатов сделать вывод о поля-

ризации лазерного излучения. 

Упражнение 2. Исследование пластинки /4. Получе-

ние излучения, поляризованного по кругу 

1. Установить в среднее гнездо оптической скамьи пла-

стинку /4 (анализатор отсутствует). 
2. Убедиться в том, что интенсивность света, прошедше-

го через пластинку, не зависит от ее ориентации. Для этого 

провести измерения интенсивности за один полный оборот 

пластинки. Так как пленки из полимера обладают небольшим 

поглощением, зависящим от направления поляризации пада-

ющего излучения, то будет наблюдаться небольшое измене-

ние интенсивности. Отметить минимальное и максимальное 

значения интенсивности и записать полученные значения в 

тетрадь (построение графика не требуется). 

3. Установить в ближайшее к фотоприемнику гнездо по-

ляроид-анализатор и убрать пластинку /4. Повернуть анали-

затор так, чтобы интенсивность прошедшего света была мак-

симальной, т.е. поляризатор и анализатор параллельны (при 

правильной ориентировке анализатора значение угла на его 

шкале будет равно 0 или 180 градусам). После этого вновь 

установить пластинку /4. 
4. Последовательно поворачивая пластинку каждый раз 

на 10 градусов, провести измерения зависимости фототока от 
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угла ее поворота (для одного полного оборота). При этом 

следует с максимально возможной точностью определить 

значения углов, при которых интенсивность света принимает 

максимальное или минимальное значения (таких углов долж-

но быть по четыре для каждого случая). 

В соответствии с формулой (4), описывающей измеряе-

мую зависимость, значения интенсивности в точках максиму-

мов (или минимумов) должны быть одинаковыми. Однако из-

за наличия поглощения в пленке значения будут несколько от-

личаться друг от друга. Поэтому следует вычислить среднее 

арифметическое для максимальных и минимальных значений 

интенсивности и оценить погрешность. По формуле (5) найти 

значение разности фаз , вносимой пластинкой и оценить по-

грешность. Так как исследуемая пластинка является пластин-

кой /4, то значение  должно получиться близким к /2. 
5. Построить на заготовленной координатной сетке в по-

лярных координатах график зависимости интенсивности 

прошедшего света от угла поворота пластинки. 

6. Найти на графике значения четырех углов ориентации 

пластины, для которых интенсивность прошедшего света 

максимальна, и провести через полученные значения отсче-

тов два диаметра. В соответствии с теорией, эти диаметры 

должны быть взаимно перпендикулярны, при этом один из 

них должен совпадать с направлением оптической оси кри-

сталла. Данные оси являются главными направлениями пла-

стинки. Записать полученные значения углов (обозначим их 

i , i=1,..,4). 

7. Повернуть оправу пластинки и установить на ней от-

счет, соответствующий биссектрисе угла между главными 

направлениями - это значение отсчета должно соответство-

вать направлению на минимум интенсивности. В результате 

проходящий через пластинку свет должен быть поляризован 

по кругу. Так как небольшие погрешности (на 5-7 градусов) 
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при установке пластинки приводят к существенным отличиям 

поляризации от круговой, то следует придерживаться следу-

ющей методики. 

После установки пластинки в нужное положение провер-

нуть анализатор на один полный оборот и запомнить мини-

мальное и максимальное значения интенсивности. Если эти 

значения отличаются более, чем на 1520 процентов, то 

слегка (на 23 градуса) повернуть пластинку и повторить 
измерения. Подобные операции следует проводить до тех 

пор, пока отличие не станет менее 15 процентов. Если не уда-

ется добиться удовлетворительного результата, то следует 

повернуть пластинку на 90 градусов и провести аналогичные 

поиски для другого направления на минимум. 

Так как пластинка обладает поглощением, то добиться 

идеальной круговой поляризации, скорее всего, не удастся. 

Поэтому необходимо найти такую ориентацию пластинки, 

для которой регистрируемая зависимость будет максимально 

близкой к круговой. Записать значение угла поворота пла-

стинки, при котором была получена круговая поляризация. 

8. Поворачивая анализатор каждый раз на 15-20 градусов, 

провести измерения зависимости фототока от угла поворота 

анализатора (для одного полного оборота). Построить на той 

же координатной сетке, что и в пункте 5 настоящего упраж-

нения, соответствующий график для интенсивности. 

Упражнение 3. Получение и исследование эллиптиче-

ски поляризованного света с помощью пластинки /4 

1. Изменить найденную для получения круговой поляри-

зации ориентацию пластинки /4 на угол +30 (либо -30). 
Провести (так же, как и в предыдущих упражнениях) анализ 

поляризованного света и построить на одной координатной 

сетке график зависимости интенсивности от угла поворота 

анализатора. 
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2. В дальнейшем следует определить форму светового 

колебания, т.е. построить на той же координатной сетке фи-

гуру, описываемую концом вектора  ̅  ̅    в распространяю-

щейся волне. Согласно теории, полученная фигура должна 

представлять собой эллипс, ориентация осей которого должна 

совпадать с направлениями на минимум и максимум интен-

сивности (для пластинки /4 эти оси должны соответствовать 

главным направлениям пластинки). Отношение размеров по-

луосей эллипса a и b можно найти из формулы 

 

 
 √

    

    
 

(амплитуда пропорциональна квадратному корню из интен-

сивности). 

3. Рассчитать на основе теоретических представлений 

отношение размеров полуосей эллипса и сравнить его с полу-

ченным в эксперименте. Зная соотношение полуосей a и b, 

построить на тех же осях эллипс в соответствии с формулой 

  

  
 

  

  
   

Упражнение 4. Получение и исследование эллиптиче-

ски поляризованного света с помощью пластинки неиз-

вестной толщины и его анализ 

1. Убрать пластинку /4 и установить анализатор парал-
лельно направлению поляризации лазерного излучения (ин-

тенсивность прошедшего света максимальна). 

2. Установить пластинку неизвестной толщины. После-

довательно поворачивая пластинку, измерить интенсивность 

прошедшего света и построить график зависимости интен-

сивности от угла поворота пластинки. 
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3. Найти на графике значения четырех углов ориентации 

пластины, для которых интенсивность прошедшего света 

максимальна, и провести через полученные значения отсче-

тов два диаметра. В соответствии с теорией, эти диаметры 

являются главными направлениями пластинки и должны 

быть взаимно перпендикулярны. 

4. Провести еще два диаметра через точки графиков, со-

ответствующих минимуму интенсивности. Согласно теории, 

эти диаметры образуют углы 45 с ранее построенными диа-

метрами. В соответствии с формулой (5) отношение значений 

интенсивности для этих направлений должно быть равно 

     

 
, где  -разность фаз, вносимая пластинкой. Рассчитать 

данное значение (оно определяется с точностью до знака). 

Таким образом, в результате эксперимента определены ори-

ентация осей пластинки и вносимая пластинкой разность фаз. 

5. Установить неизвестную пластинку в положение, со-

ответствующее минимуму интенсивности. Последовательно 

поворачивая анализатор каждый раз на 10-15 градусов, про-

вести измерения зависимости фототока от угла поворота ана-

лизатора. Измерения проводятся для одного полного оборота 

анализатора вокруг собственной оси. 

6. Построить на заготовленной координатной сетке в по-

лярных координатах график зависимости интенсивности от 

угла поворота анализатора. Полученная зависимость должна 

соответствовать эллиптической поляризации. Определить 

значения углов поворота анализатора, соответствующих по-

ложению осей эллипса (обозначим их i , i=1,..,4). 

7. Установить последовательно за неизвестной пластин-

кой пластинку /4, ориентированную так, чтобы оси эллипса 
для неизвестной пластинки совпадали с главными направле-

ниями пластинки /4. Угол поворота пластинки /4 определя-

ется как сумма значений одного из углов i, найденных в 
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упр.2, и одного из углов i, найденных в п.6 настоящего 

упражнения. 

8. Поворачивая последовательно анализатор на 10-15 

градусов, снять зависимость интенсивности прошедшего све-

та от угла поворота анализатора и построить график (на тех 

же осях, что и в п.6). Объяснить, почему получившаяся зави-

симость имеет именно такой вид. 

9. Повернуть пластинку /4 на 90 градусов в любом 
направлении и повторить измерения зависимости интенсив-

ности прошедшего света от угла поворота анализатора. По-

строить на тех же осях, что и в пп.6 и 8 график зависимости. 

Объяснить получившиеся результаты. 

 

Основные итоги работы 
В ходе выполнения работы должно быть проведено ис-

следование линейно поляризованного света, с помощью дву-

лучепреломляющих пластинок получено излучение с эллип-

тической и круговой поляризацией, а также изучены основ-

ные свойства поляризационных устройств  пластинок /4. 

Контрольные вопросы. 

1. Какой свет называется линейно поляризованным? 

2. Чем отличается естественный свет от линейно поляри-

зованного? 

3. Могут ли продольные волны быть линейно поляризо-

ванными? 

4. В чем состоит явление двойного лучепреломления? 

5. Что такое оптическая ось кристалла? Какие направле-

ния в кристалле называются главными? 

6. Почему интенсивность света пропорциональна квадра-

ту амплитуды вектора  ̅  ̅   ? 

7. Что называется плоскостью поляризации? 
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8. Как отличить свет с левой и с правой круговой поляри-

зацией? 

9. Как отличить естественный свет от света, поляризо-

ванного по кругу, и от смеси естественного света со светом, 

поляризованному по кругу? 

10. Степень поляризации. 

11. Закон Брюстера. 

12. Поляризационные призмы и поляроиды. 

13. Закон Малюса. 

14. Искусственная оптическая анизотропия (в случае де-

формации, электрического поля, магнитного поля). 

15. Эффект Керра. 

16. Вращения плоскости поляризации. 

Задачи 

1. Интенсивность естественного света, прошедшего через 

поляризатор и анализатор, уменьшилась в четыре раза. Прене-

брегая поглощением света, определите угол между главными 

плоскостями поляризатора и анализатора.  (Ответ: 45
о
) 

2. Определите показатель преломления стекла, если при 

отражении от него света, отраженный луч полностью поляри-

зован при угле преломления 30
о
.  (Ответ: 1,73) 

3. Пучок естественного света, идущий в воздухе, отража-

ется от поверхности некоторого вещества, скорость распро-

странения света в котором равна 1,510
8
м/с. Определите угол 

падения, при котором отраженный свет полностью поляризо-

ван.  (Ответ: 63
о
4

/
) 
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Лабораторная работа №25 

 

ИЗУЧЕНИЕ p-n ПЕРЕХОДА 

И ВЫПРЯМИТЕЛЬНЫХ СХЕМ 

НА ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ ДИОДАХ 

Цель работы: изучение вольтамперной характеристики 

p-n перехода, измерение его параметров. Исследование рабо-

ты полупроводниковых диодов в различных выпрямительных 

схемах. 

Теоретическое введение 

В отношении электропроводности все вещества делятся 

на три класса: проводники, полупроводники и диэлектрики. 

В металлах концентрация свободных электронов (то 

есть электронов, которые покинули внешние оболочки своих 

атомов и могут свободно перемещаться по всему объему ме-

талла) велика, поэтому сопротивление металлов электриче-

скому току незначительно. В отличие от металлов в типич-

ных диэлектриках концентрация свободных электронов ни-

чтожно мала. Поэтому сопротивление диэлектриков значи-

тельно. По величине электрического сопротивления полу-

проводики занимают промежуточное положение между ме-

таллами и диэлектриками. Так, если удельное сопротивле-

ние металлов порядка 10
-8

…10
-6

 Ом∙м, то полупроводников 

– 10
-5

…10
-6

 Ом∙м. 

Характерной особенностью полупроводников является 

то, что их электрические свойства резко изменяются под 

влиянием ряда факторов: температуры, освещения, электри-

ческого поля, примесей. К полупроводникам относятся ве-

щества: германий, селен, кремний, теллур, оксиды и суль-

фиды металлов, а также некоторые интерметаллические со-

единения. 
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Механизм собственной электропроводности полупро-

водников. 

В полупроводниках существует электропроводность 

двух типов: электронная и дырочная. Электронная элек-

тропроводность полупроводников обусловлена, как и в 

случае металлов, перемещением свободных электронов. 

При обычных рабочих температурах в полупроводниках 

всегда имеются такие свободные электроны проводимо-

сти, которые очень слабо связаны с ядрами атомов и со-

вершают беспорядочное тепловое движение между атома-

ми кристаллической решетки правда число свободных 

электронов проводимости в полупроводниках обычно на 

много порядков меньше числа атомов. Тем не менее, эти 

электроны, сохраняя беспорядочное движение, под дей-

ствием электрического поля движутся в определенном 

направлении (рис.1). Такое движение и обеспечивает элек-

тронную электропроводность, другими словами — являет-

ся электрическим током. 

 

Рис.1. Направления движения электронов и дрейфа 

положительных носителей заряда (дырок) в полупроводнике 

под действием электрического поля Ε. 

Однако, в отличие от металлов, полупроводники обла-

дают также и дырочной электропроводностью, которую 
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упрощенно можно представить следующим образом. Под 

влиянием тепловых и других воздействий один из более 

удаленных от ядра валентных электронов переходит в зону 

проводимости. В результате этот атом «приобретет» поло-

жительный заряд, численно равный заряду электрона. Та-

кой атом можно назвать положительным ионом. Однако 

следует иметь в виду, что при ионной электропроводности, 

например, в электролитах, ток представляет собой движе-

ние ионов (само слово «ион» означает путешественник), а 

при дырочной электропроводности механизм перемещения 

электрических зарядов иной. Ведь в полупроводниках кри-

сталлическая решетка достаточно прочна, и ионы в ее узлах 

не передвигаются. И вот отсутствие электрона в атоме по-

лупроводника условно назвали дыркой. Этим подчеркива-

ют, что в атоме, в котором не хватает одного электрона, по-

явилось свободное место. В дальнейшем в результате взаи-

модействия атомов полупроводника на место отсутствую-

щего электрона легко, с затратой очень малой энергии, мо-

жет перейти внешний электрон соседнего атома (для этого 

вполне достаточно энергии тепловых флуктуаций). Это 

приведет к тому, что дырка будет уже на новом месте, в ко-

тором она тоже может быть ликвидирована внешним элек-

троном какого-либо другого соседнего атома. То есть про-

исходит перемещение внешних электронов соседних ато-

мов на величину межатомного расстояния. В результате 

многих таких перемещений электронов дырка как бы пере-

мещается (дрейфует в противоположном направлении) на 

любое расстояние внутри объема полупроводника. 

При наложении на полупроводник внешнего электриче-

ского поля дрейф дырки принимает упорядоченный, направ-

ленный характер. Этот механизм обеспечивает дырочную 

электропроводность полупроводника. 



334 

Количество свободных электронов и дырок в описанном 

полупроводнике одинаково, но преобладает при этом элек-

тронная электропроводность, так как свободные электроны 

перемещаются с гораздо большей скоростью, чем дырки. 

Следовательно, при наложении на полупроводник электриче-

ского поля электрический ток, обусловленный электронами, 

будет больше. 

Примесная электропроводность 

Если в полупроводнике имеются примеси других ве-

ществ, то дополнительно к собственной электропроводности 

появляется еще примесная электропроводность, которая в за-

висимости от рода примеси может быть электронной или ды-

рочной. 

Пусть в кристалле германия Ge имеется в виде примеси 

атом сурьмы Sb (рис.2а).Атом германия четырехвалентен и 

имеет на внешней электронной оболочке четыре электрона. 

Валентность сурьмы равна пяти. Поэтому замена атома гер-

мания атомом сурьмы приведет к появлению избыточного 

электрона. Таким образом, атомы сурьмы добавляют в ре-

шетку германия избыточные электроны, при этом в целом 

кристалл остается электрически нейтральным. При низких 

температурах эти электроны притягиваются положительными 

ионами сурьмы, при повышении температуры до комнатной, 

вследствие тепловых колебаний решетки, связь электрона с 

атомом сурьмы нарушается, он становится свободным. Полу-

проводники, электропроводность которых обусловлена избы-

точными электронами, называются полупроводниками n-типа 

(от англ. negative). Примесные атомы с валентностью, пре-

вышающей валентность атомов решетки, называются донор-

ными (донорами). 
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Рис. 2. Атомы сурьмы (а) и бора (б) в решетке германия. 

Примером полупроводников с электропроводностью 

иного типа может служить тот же кристалл германия, но с 

примесью бора В (рис.2б). Атом бора трехвалентен. Вслед-

ствие структуры кристаллической решетки, обусловленной 

четырьмя валентными связями, атом бора захватывает один 

электрон у соседнего атома германия. Последний, в свою 

очередь, может захватить электрон у другого атома германия 

и так далее. Такое последовательное «перескакивание» элек-

тронов, очевидно, эквивалентно движению в противополож-

ную сторону положительного заряда, равного по величине за-

ряду электрона. Дело обстоит так, будто перемещается «ме-

сто электрона» – положительно заряженная дырка. Полупро-

водники с дырочной проводимостью называются полупро-

водниками р-типа (от англ. positive). Примесные атомы, ва-

лентность которых меньше валентности атомов кристалла, 

называются акцепторными (акцепторами), так как они захва-

тывают электроны. Некоторые типы полупроводников обла-

дают одновременно n- и p-типами электропроводности. Изо-

гнутость валентных связей на рис.2б напоминает о тепловых 

флуктуациях, обеспечивающих переброс связанных электро-

нов между атомами и, следовательно, ответственных за ды-

рочную проводимость. 
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Электронно-дырочный переход 

Если привести в соприкосновение два полупроводника с 

различными типами электропроводности, то на границе воз-

никает область, называемая электронно-дырочным (или р-n) 

переходом, в котором происходят специфические явления. 

Как отмечалось выше, в полупроводниках за счет дрейфа 

носителей (движения электронов и дрейфа дырок в противопо-

ложном направлении, см. рис.1) появляется ток проводимости 

(Iпров). Однако за счет разности концентрации носителей по 

обе стороны p-n-перехода в полупроводниках появляется еще и 

диффузионный ток – диффузионное движение подвижных но-

сителей заряда (электронов и дырок). Этот ток так же, как и ток 

проводимости, может быть электронным или дырочным. 

Пусть внешнее напряжение на переходе отсутствует. Так 

как носители зарядов в каждом полупроводнике совершают 

беспорядочное тепловое движение, то происходит их диффу-

зия из одного полупроводника в другой. Как в любом другом 

случае диффузии, носители перемещаются в основном отту-

да, где их много, туда, где их мало (рис.3). 

Таким образом, из полупроводника n-типа в полупровод-

ник р-типа диффундируют электроны, а в обратном направ-

лении диффундируют дырки. В результате диффузии носите-

лей по обе стороны границы раздела создаются объемные за-

ряды различных знаков. В области n возникает положитель-

ный объемный заряд, а в области p – отрицательный. Эти 

объемные заряды, разумеется, не являются скоплениями ды-

рок в n-области и электронов – в р-области, а представляют 

собой нескомпенсированные заряды атомов примесей, поло-

жительных (донорных ) в n-области и отрицательных (акцеп-

торных) – в р-области. 

Между образовавшимися объемными зарядами возника-

ют электрическое поле (вектор напряженности Ек) и так 

называемая контактная разность потенциалов Uк. Это поле 
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вызывает силу, действующую на носителей зарядов в проти-

воположном направлении относительно направления диффу-

зии. При этом, для движения носителей заряда через p-n-

переход образуется потенциальный барьер, препятствующий 

движению электронов из области n в область p, а для дырок – 

в обратном направлении. Высота этого барьера определяется 

контактной разностью потенциалов 

Uк = φn – φp,                                (1) 

где φn и φp определяют работу выхода электрона и дыр-

ки из полупроводника n- и р-типа, соответственно (рис.3б). 

Высота потенциального барьера обычно составляет десятые 

доли вольта. Например, для германия при средней концен-

трации примесей Uк = 0,3…0,4 В при толщине р-n-перехода d 

= 10
-4

…10
-5

 см, а при больших концентрациях, создаваемых в 

некоторых приборах, Uк ≈ 0,7 В при d = 10
-6

 см. 
Одновременно с диффузионным перемещением основ-

ных носителей через границу происходит и обратное их пе-
ремещение под действием электрического поля контактной 
разности потенциалов. Это поле перемещает дырки из n-
области обратно в p-область и электроны из p-области обрат-
но в n-область. На рис.3а такое перемещение неосновных но-
сителей, представляющее собой их дрейф, показано также 
стрелками. При комнатной температуре p-n переход находит-
ся в состоянии динамического равновесия: перемещение но-
сителей за счет диффузии (Iдиф) количественно совпадает с 
движением носителей за счет двухстороннего дрейфа (тока 
проводимости Iпров). При этом эти токи равны и противопо-
ложны по направлению. Поэтому полный ток через переход 
равен нулю, что и должно быть при отсутствии внешнего 
напряжения на переходе. Каждый из токов, как указывалось 
выше, имеет электронную и дырочную составляющие. Значе-
ния этих составляющих различны, так как зависят от концен-
трации и подвижности носителей. Высота потенциального 
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барьера Uк всегда устанавливается именно такой, чтобы 
диффузионный ток (Iдиф) и ток дрейфа (Iпров) взаимно ком-
пенсировали друг друга. На рис.3в показано распределение 
концентрации носителей в направлении х, перпендикулярном 
границе p-n-перехода. Взяты значения концентраций (число 
электронов и дырок в    ), характерные для германия: в по-
лупроводнике n-типа (слева на рис.3в) концентрации основ-

ных и неосновных носителей взяты соответственно nn = 10
18

 

и рn = 10
8
 в одном см

3
, а в полупроводнике р-типа концен-

трация примесей меньше, и поэтому рр =10
16

 и nр = 10
10

 

в    . Как видно из рис.3в, в средней части перехода образу-
ется слой малой концентрации носителей («обедненный» но-
сителями слой): так, на самой границе концентрация электро-
нов ~10

14
     , то есть в 10000 раз меньше, чем в области n, а 

концентрация дырок порядка10
12

     , то есть тоже в 10000 
раз меньше, чем в области р. Соответственно и удельная 
электрическая проводимость в этом среднем сечении n-p пе-
рехода будет во много раз меньше, чем в остальном объеме n- 
и р-областей. 

Таким образом, в р-n переходе возникает слой, называе-

мый запирающим и обладающий большим сопротивлением 

по сравнению с сопротивлением остальных объемов n- и p-

полупроводников. Пусть теперь источник внешнего напряже-

ния подключен положительным полюсом к полупроводнику 

p-типа, а отрицательным полюсом – к полупроводнику n-типа 

(рис.4а). Такое напряжение, у которого полярность совпадает 

с полярностью основных носителей, называют прямым. 

Упрощенное действие прямого напряжения Uпр, вызываю-

щее прямой ток Iпр через переход, поясняется потенциальной 

диаграммой на рис.4б. В рассматриваемом случае электриче-

ское поле, создаваемое в р-n переходе внешним прямым 

напряжением, действует навстречу контактной разности по-

тенциалов (Ек и Епр на рис.4а направлены противоположно). 
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Рис. 3. Электронно-дырочный переход при отсутствии внешнего 

напряжения а) движение носителей заряда б) распределение 

потенциала в) распределение концентрации носителей. 

 

 
Рис. 4. Электронно-дырочный переход при прямом напряжении 
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Результирующее поле становится слабее, и разность по-
тенциалов в переходе уменьшается, то есть высота потенци-
ального барьера понижается и возрастает диффузионный ток 
Iдиф, так как пониженный барьер может преодолеть большее 
число носителей. Ток дрейфа (Iпров) при этом почти не изме-
няется. Теперь,если пренебречь падением напряжения на со-
противлении n- и р-областей, то напряжение на переходе со-
ставит (Uк – Uпр). Для сравнения на рис.4б штриховой лини-
ей повторена потенциальная диаграмма при отсутствии 
внешнего напряжения. И если при Uпр = 0 токи Iдиф и Iпров 
(дрейфа) были равны и взаимно компенсировали друг друга, 
то при подаче на р-n переход напряжения Unp > 0 полный ток 
через переход Iп = Iдиф – Iпров > 0. И если, к тому же, барьер 
значительно понижен, то Iдиф >> Iпров, и можно считать, что 
прямой ток в переходе является чисто диффузионным (Iпр << 
Iдиф). Рост диффузионного тока при увеличении Unp проис-
ходит практически по экспоненциальному закону. Зависи-
мость тока через переход от напряжения на нем I(U) называ-
ют вольтамперной характеристикой: 

      [   (
  

  
)   ]                       

где е – заряд электрона; k – постоянная Больцмана; Τ – 

абсолютная температура; U – внешнее напряжение, прило-

женное к р-n- переходу; Iнас – ток насыщения, равный обрат-

ному току через р-n переход при больших обратных внешних 

напряжениях. 

Рассмотрим несколько подробнее режим работы p-n пе-

рехода при обратном (запирающем) внешнем напряжении пи-

тания (рис.5). При таком включении p-n перехода в электри-

ческую цепь внешнее электрическое поле совпадает по 

направлению с контактным Uк. В этом случае к n-области 

подключен положительный полюс источника питания, а к p-

области – отрицательный. Под действием Uобр через переход 
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протекает очень небольшой обратный ток (Iобр). Это объяс-

няется тем, что теперь поле, создаваемое обратным напряже-

нием, складывается с полем и контактной разности потенциа-

лов (на рис.5 вектора Ек и Еобр направлены одинаково). Ре-

зультирующее поле усиливается, а высота потенциального 

барьера повышается и теперь равна Uк + Uобр (рис.5б). В 

свою очередь, ток проводимости Iпров (дрейфовый) практи-

чески не меняется с увеличением Uобр –вследствие малой 

концентрации неосновных носителей. В результате Iобр по-

лучается очень небольшим, так как неосновных носителей 

мало и, кроме того, сопротивление запирающего слоя при об-

ратном напряжении очень велико, увеличивается величина 

запирающего слоя (на рис.5, dобр > d > dnp). Этот слой еще 

сильнее обедняется носителями, и его сопротивление значи-

тельно возрастает, т. е. Rобр >> Rпр. 

 

Рис. 5. Электронно-дырочный переход при обратном 
напряжении 
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Уже при сравнительно небольшом обратном напряже-

нии небольшой по величине обратный ток становится прак-

тически постоянным и не меняется при дальнейшем увели-

чении Uобр, так как число неосновных носителей мало. Од-

нако с повышением температуры концентрация неосновных 

носителей возрастает, что приводит к уменьшению обратно-

го сопротивления и увеличению Iобр. Поэтому вольтампер-

ные характеристики p-n перехода при разных температурах 

отличаются друг от друга. Эту зависимость используют в 

датчиках температуры, основанных на использовании р-n 

перехода. 

При определенном обратном напряжении происходит так 

называемый пробой p-n перехода, при котором резко умень-

шается его сопротивление и ток начинает лавинообразно 

нарастать. Для обычных диодов это приводит к их мгновен-

ному выходу из строя ввиду необратимых изменений в p-n 

контакте при его перегреве большим током. Однако суще-

ствуют специальные диоды -стабилитроны, которые могут 

работать в области пробоя, если только максимальный ток 

будет ограничен подключением внешнего ограничительного 

резистора. Одной из причин пробоя является резкий рост 

концентрации носителей из-за их лавинообразного порожде-

ния за счет ударной ионизации нейтральных атомов решетки 

электронами, ускоренными большим электрическим полем 

обратного перехода. Пример полной вольтамперной характе-

ристики реального стабилитрона приведен на рис.6. 

Как видно из формулы (2) и рис.6, вольтамперная харак-

теристика p-n перехода нелинейна, здесь не выполняется за-

кон Ома. Полупроводниковые приборы, основанные на ис-

пользовании нелинейности вольтамперной характеристики p-

n перехода, называются полупроводниковыми диодами, схе-

матическое устройство которых и обозначение приведены в 

верхней части рис.6. 
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Рис. 6 Вольтамперная характеристика диода-стабилитрона. 

Вверху – условное обозначение диода на схемах 

Экспериментальная установка 

Установка (рис.7) состоит из монтажной платы 1, цифро-

вого осциллографа типа PDS5022S 2 и двух цифровых муль-

тиметров типа М-830В 3. 

Внутри платы размещены полупроводниковые диоды, 

характеристики которых необходимо исследовать, источник 

переменного напряжения, источник регулируемого постоян-

ного напряжения и набор элементов (резисторы, конденсато-

ры). Встроенный источник постоянного напряжения имеет 

плавную регулировку напряжения в пределах 0…9 В. Источ-

ником переменного напряжения 9+9 В 50 Гц является пони-

жающий трансформатор (выводы «~» на плате). Осциллограф 

используется при изучении выпрямительных схем и для 

наблюдения вольтамперной характеристики диода. 
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Электрическая схема монтажной платы и номиналы эле-

ментов приведены в Приложении 1 на рис.П1. 

 

Рис. 7. Общий вид экспериментальной установки 

1) монтажная плата, 2) цифровой осциллограф, 

3) цифровые мультиметры. 

Внимание! Включать приборы и сетевой тумблер мон-

тажной платы можно только по разрешению преподавателя 

после проверки им собранной электрической схемы. 

Упражнение 1. Снятие вольтамперной характеристи-

ки диода. Измерения прямой ветви вольтамперной харак-

теристики. 

1. Собрать схему, представленную на рис.8. В этих изме-

рениях нижний мультиметр работает в режиме измерения то-

ка (как миллиамперметр), верхний – в режиме измерения 

напряжения. При измерении прямого тока сопротивление ди-

ода намного меньше сопротивления вольтметра (10 МОм), но 
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сопоставимо с сопротивлением амперметра, поэтому вольт-

метр надо подключить непосредственно к диоду. Правила ра-

боты с мультиметром М-830В приведены в Приложении 1. 

2. Поставить ручку потенциометра, регулирующего вы-

ходное напряжение источника постоянного тока, в крайнее 

положение против часовой стрелки, что соответствует нулю 

выходного напряжения. После проверки преподавателем со-

бранной схемы включить тумблер питания платы, при этом 

должен загореться красный индикатор (соответственно, эле-

менты 7 и 8 на рис.П1). 

 

Рис. 8. Принципиальная и монтажная схема для измерения 

прямой ветви вольтамперной характеристики диода 

3. Меняя потенциометром напряжение на диоде, снять 

прямую ветвь вольтамперной характеристики I(U) в пределах 

до I < 40 мА. 
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Табл. 1. Вольтамперная характеристика диода 

(прямая ветвь) 

U, В             

I, мА             

Диапазон 0…0.6 В промерить с шагом по напряжению 

0.1 В. При напряжениях свыше 0.6 В шаг брать не по напря-

жению, а по приращению тока, например, по 2 мА. 

Результаты измерений занести в табл.1. После оконча-

ния измерений выключить тумблер питания платы (индика-

торный светодиод погаснет). 

Измерения обратной ветви вольтамперной характе-

ристики. 

1. Собрать схему согласно рис.9, т.е. переключить на 

другую клемму положительный вход вольтметра и поменять 

полярность напряжения от источника. Необходимость ука-

занного подключения вольтметра объясняется тем, что об-

ратное сопротивление p-n перехода сравнимо и даже может 

быть намного больше входного сопротивления вольтметра 

(10 МОм). Поэтому при их параллельном соединении (как на 

рис.8) амперметр измерял бы, в основном, ток через вольт-

метр, а не через диод. 

2. Поставить ручку регулятора напряжения источника 

постоянного тока до упора против часовой стрелки. После 

проверки преподавателем собранной схемы включить тум-

блер питания. 

3. Меняя потенциометром напряжение на диоде, снять 

обратную ветвь вольтамперной характеристики I(U) в преде-

лах до -20 мА. 
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Рис. 8. Принципиальная и монтажная схема для измерения 
прямой ветви вольтамперной характеристики диода 

Таблица 2. Вольтамперная характеристика диода 

(обратная ветвь) 

U, В             

I, мА             
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Диапазон 0…-7.5 В промерить с шагом по напряжению 

-1 В. При напряжениях менее -7.5 В, где начинается об-

ласть пробоя, шаг брать не по напряжению, а по прираще-

нию тока, например, по -2 мА. Результаты измерений зане-

сти в табл.2. После окончания измерений выключить тум-

блер питания. 

Обработка результатов 

1. Построить полную вольтамперную характеристику ди-

ода. Масштаб для прямой ветви (U > 0) целесообразно вы-

брать более крупным, чем для обратной (U < 0). 

2. В более крупном масштабе отдельно построить пря-

мую ветвь вольтамперной характеристики в области U > 0.6 

В, где начинается резкое возрастание тока. Оценить величину 

потенциального барьера p-n-перехода U0, проведя, как пока-

зано на рис.10, касательную к прямой ветви характеристики 

вблизи максимального измеренного значения тока до пересе-

чения с осью напряжений. 

3. Построить отдельно всю прямую ветвь вольтампер-

ной характеристики. Используя метод наименьших квадра-

тов (МНК) с помощью компьютера выполнить экстраполя-

цию экспериментальных точек к теоретической зависимо-

сти (2): 

      [   (
  

  
)   ] 

Считая      и (
 

  
) параметрами. Рассчитать теоретиче-

скую величину (
 

  
)
    

 и сравнить с полученным экспери-

ментальным значением (
 

  
)
    

. Экстраполяцию МНК к та-

кой функции можно выполнить во многих распространенных 
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компьютерных программах, предназначенных для математи-

ческих расчетов и построения и анализа графиков. 

 

Рис. 10. Графическое определение потенциального барьера р-

n перехода из вольтамперной характеристики 

Упражнение 2. Изучение различных выпрямитель-

ных схем 

а) Однополупериодный выпрямитель 

1. Собрать схему, изображенную на рис.11, предъявить 

преподавателю. 

2. Включить в осциллографе канал CH1 и присоединить 

его вход к схеме кабелем с BNC разъемами. Установить в ос-

циллографе режим DC – вход открыт для постоянной состав-

ляющей. Включить тумблер питания монтажной платы. По-

лучить на экране осциллографа изображение трех-четырех 
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периодов сигнала. Нулевую линию сигнала установить на 

нижний край экрана. Вертикальный масштаб выбрать так, 

чтобы сигнал занимал большую часть высоты экрана. Эти 

настройки осциллографа должны оставаться неизменными 

при выполнении всех последующих упражнений, поскольку 

их осциллограммы надо сопоставлять в одном масштабе. 

Правила работы с осциллографом даны в Приложении 3. 

 

Рис.11. Принципиальная и монтажная схема 

однополупериодного выпрямителя. 

Пунктир – подключение конденсаторов для Упражнения 3 

3. Зарисовать наблюдаемую осциллограмму напряжения 

на резисторе R1. На рисунке соблюсти масштаб (по числу 

клеток на экране) и отметить оси системы координат на шка-

ле экрана. Выключить тумблер питания платы. 

б) Двухполупериодный выпрямитель 

1. Собрать схему, представленную на рис. 12 – двухполу-

периодный выпрямитель, на который подается переменное 
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напряжение с двух соединенных последовательно одинако-

вых обмоток трансформатора (так называемый выпрямитель 

со средней точкой). 

2. Включить тумблер питания монтажной платы. Зарисо-

вать наблюдаемую осциллограмму напряжения на резисторе 

R1 в масштабе, указанном в предыдущем упражнении. 

3. Сопоставить полученную осциллограмму с осцилло-

граммой для однополупериодного выпрямителя. 

 

Рис.12. Принципиальная и монтажная схема 

двухполупериодного выпрямителя со средней точкой. 

Пунктир – подключение конденсаторов для Упражнения 3 

в) Двухполупериодный мостиковый выпрямитель 

1. Собрать схему, представленную на рис.13 – двухполу-

периодный выпрямитель, на который подается переменное 

напряжение с одной обмотки трансформатора. Такой выпря-

митель носит название мостикового. 

2. Зарисовать наблюдаемую осциллограмму напряжения 

на резисторе R1 в том же масштабе, что и ранее. 
3. Сопоставить полученную осциллограмму с осцилло-

граммами в двух предыдущих случаях. 
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Рис. 13. Принципиальная и монтажная схема 
двухполупериодного мостикового выпрямителя. 

Пунктир – подключение конденсаторов для Упражнения 3 

Упражнение 3. Сглаживание выпрямленного напря-

жения. 
Если на выходе выпрямителя параллельно резистору 

нагрузки включить конденсатор (пунктир на рис.11-13), то он 
будет заряжаться при росте напряжения с выпрямителя, и 
разряжаться через резистор R1, когда напряжения с выпрями-
теля уменьшается или отсутствует. Таким образом, напряже-
ние на резисторе R1 окажется менее пульсирующим (т.е. 
сглаженным). В качестве примера на рис.14 представлены ос-
циллограммы выпрямленного напряжения при нескольких 
значениях сглаживающей емкости (С1 < С2 < С3). 

1. Собрать схему однополупериодного выпрямителя в 
соответствии с рис.11. 

2. Поочередно подключая параллельно резистору R1 
каждый из трех конденсаторов С1-С3, зарисовать осцилло-
граммы напряжения на резисторе R1. Измерить полную вели-
чину пульсаций напряжения, т.е. разность ΔU=Umax – Umin. 
Масштаб всех осциллограмм оставлять неизменным, отме-
тить положение нулевых линий всех осциллограмм. 
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Рис. 14. Осциллограммы напряжения на выходе 
однополупериодного выпрямителя со сглаживающими 

емкостями 

3. Провести аналогичные измерения для двухполупери-

одного мостикового выпрямителя (рис.13). Окончив измере-

ния, выключить тумблер питания панели. 

Все результаты измерения величины пульсаций предста-

вить в таблице. 

Упражнение 4 (дополнительное). 

Наблюдение вольтамперной характеристики диода на 

осциллографе . 

Собрать схему в соответствии с рис.15. Осциллограф 

нужно включить в режим XY, и установить для обоих входов 

режим DC – входы открыты для постоянного тока (см. При-

ложение 3). 
После включения питания панели на экране осциллогра-

фа появится вся вольтамперная характеристика, включая об-
ласть пробоя. Подобрать удобные масштабы по осям X и Y и 
переместить нуль наблюдаемой зависимости на одно из пере-
сечений масштабных линий экрана. Зарисовать вольтампер-
ную характеристику с соблюдением масштаба, нанести коор-
динатные оси и указать цену деления по осям. При указанной 
схеме подключения ось напряжений (Х) будет направлена 
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справа налево, т.е. обратно к привычному направлению, как, 
например, показано на рис.6. 

 

Рис. 15. Принципиальная и монтажная схема для наблюдения 
вольтамперной характеристики диода на осциллографе 

Контрольные вопросы 

1. Какова природа собственной электропроводности по-
лупроводников? 

2. Каким образом создается примесная (электронная или 
дырочная) электропроводность? 

3. Каким образом создается p-n-переход? Что происходит 
в р-n- переходе при отсутствии внешнего напряжения? 

4. Что происходит в р-n- переходе под действием прямо-
го внешнего напряжения? 

5. Что происходит в р-n- переходе под действием обрат-
ного внешнего напряжения? 
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6. Нарисовать схематическое обозначение диода и объяс-
нить особенности схем для снятия его вольтамперной харак-
теристики (прямой и обратной ветви). 

7. Объяснить ход вольтамперной характеристики диода. 
8. Какие изменения вольтамперной характеристики дио-

да будут наблюдаться при его нагревании? Какие физические 
процессы будут происходить в p-n переходе при увеличении 
его температуры? 

9. В чем состоит явление пробоя p-n перехода? 
10. В чем заключаются преимущества и недостатки изу-

чаемых выпрямительных схем? 

Приложение 1. Монтажная плата 

 

Рис.П1 Расположение элементов монтажной платы 
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Функциональные группы монтажной платы (выделены 
цветом): 

1. Цепь для измерения вольтамперной характеристики 
диода-стабилитрона 

2. Два диода для схем одно- и двухполупериодного вы-
прямления 

3. Диодный мостик для схемы двухполупериодного вы-
прямления 

4. Цепь сопротивления нагрузки R1 и конденсаторов 
фильтра C1-3. 

5. Клеммы и ручка регулировки выходного напряжения 
источника постоянного тока. 

6. Выходные клеммы вторичных обмоток сетевого 
трансформатора 2 по 9 В. 

7. Тумблер включения питания. 
8. Светодиод-индикатор питания. 

Номиналы элементов монтажной платы: 

R1, Ом R1, Ом C1, мкФ C2, мкФ C3, мкФ 

500 100 20 100 500 

     

     

     

 

Приложение 2. Цифровой мультиметр М-830В 

1) Прибор подсоединяется к обесточенной измеритель-

ной схеме при положении OFF переключателя пределов из-

мерения. При этом черный (отрицательный) провод вставля-

ется в гнездо Соm, а красный — в гнездо VΩmA. Постоянное 
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напряжение 9 В для питания мультиметров подается с сете-

вых адаптеров на специальный разъем на левой боковой 

стенке мультиметров. 

2) Перед началом измерений, т.е. перед включением мон-

тажной платы, нужно поставить переключатели пределов из-

мерения мультиметров на требуемый диапазон. Если измеря-

емая величина напряжения (тока) заранее точно не известна, 

поставить переключатель на наибольший предел данной шка-

лы и понижать его в процессе измерений до получения удо-

влетворительного отсчета – не менее трех разрядов на инди-

каторе. 

3) При измерении постоянного напряжения (шкала DCV) 

в работе используются два предела: для прямого включения 

диода – 2 000 m (напряжение до 2 В с точностью ±1 мВ), для 

обратного включения диода – 20 (напряжение до 20 В с точ-

ностью ±10 мВ). 

4) При измерении постоянного тока (шкала DCA) ис-

пользуется диапазоны 20 m (токи до 20 мА с точностью ±10 

мкА) и 200 m (токи до 200 мА с точностью ±100 мкА). При 

измерении обратного тока диода и прямого тока при малых 

напряжениях требуются меньшие диапазоны 2000 μ (токи до 

2000 мкА с точностью ±0,1 мкА) и 200 μ (токи до 200 мкА с 

точностью ±0,01 мкА). 

Приложение 3. Цифровой осциллограф PDS5022S 

Цифровой двухканальный осциллограф PDS5022S явля-

ется многофункциональным измерительным прибором, и 

полное изложение его функций приведено в заводском опи-

сании, копия которого должна быть на рабочем месте. Здесь 

приведены только минимальные сведения, касающиеся регу-

лировок, правильная установка которых существенна для вы-

полнения данной задачи. Остальные регулировки устанавли-

ваются при включении осциллографа по умолчанию в нуж-

ном для данной работы режиме и их лучше не трогать. 
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В целом управление цифровым осциллографом имеет 
много общего с обычным аналоговым осциллографом. Изме-
ряемые сигналы подключаются с помощью BNC разъемов к 
двум входам СН1 и СН2. 

Включение: нажать кнопку на верхней части корпуса 
слева. После появления на экране надписи Press any key… 
нажать любую кнопку, кроме кнопки питания. 

Включение входов: ON-OFF 
для канала 1: нажать CH1 MENU: F2: Channel: ON; 
для канала 2: нажать CH2 MENU: F2: Channel: ON; 

Масштаб входов 1Х(1:1), 10Х(1:10), 100Х(1:100), 
1000Х(1:1000) 

1:1 для канала 1: нажать CH1 MENU: F3: Probe 1X; 
1:1 для канала 2: нажать CH2 MENU: F3: Probe 1X ; 
Режим входов: DC-AC 
1) DC - открытый (для постоянной составляющей) вход: 
для канала 1: нажать CH1 MENU: F1: Coupling: DC; 
для канала 2: нажать CH2 MENU: F1: Coupling: DC; 
2) AC - закрытый (для постоянной составляющей) вход: 
для канала 1: нажать CH1 MENU: F1: Coupling: AC; 
для канала 2: нажать CH2 MENU: F1: Coupling: AC; 

Режим работы YТ - XY 
1) YТ – Зависимость напряжения от времени, т.е. Y1(t), 

Y2(t).: нажать DISPLAY: F3: Format: YТ 
2) XY – Y(X). Нажать DISPLAY: F3: Format: XY 

Масштаб по времени 
Дискретно ручкой Sec/Div. 

Масштаб по Y 
Дискретно ручкой VOLTS/DIV над каждым из входов 

Синхронизация по сигналу Y1(t) или Y2(t): 
Кнопка TRIG MENU: F1: type EDGE 
F2: Source: CH1 или CH2 
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Лабораторная работа 26 

 

ИЗУЧЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ТЕРМОЭЛЕКТРОНОВ ПО ЭНЕРГИИ 

И СКОРОСТИ 

Теоретическое введение. 

Понятие функции плотности распределения. Для 
описания поведения систем, состоящих из большого числа 
частиц, обычно применяется статистический подход, одним 
из основных понятий которого является понятие функции 
плотности распределения f(x). Знание этой функции для неко-

торой случайной величины  (например, скорости хаотиче-
ского движения  молекул в некотором объеме, содержащем N 
частиц) позволяет найти число dN частиц, для которых значе-

ние  находится в интервале от x до x + dx : 

                                   

При больших N отношение                есть 

вероятность Р того, что для любой частицы значение  попа-
дет в соответствующий интервал, т.е. 

                                

В дальнейшем для краткости вместо             
будем писать dР(x), т.е. 

             

Для нахождения вероятности того, что значение  попа-
дет в произвольный интервал        , необходимо вычислить 
интеграл 

           ∫       
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Так как вероятность любого события лежит в интервале 

0P1, то функция плотности распределения удовлетворяет  

условиям: 

1) f(x)0; 
2) Условие нормировки 

 ∫       

  

  

    

Для реальных физических ансамблей информацию о 

функции плотности распределения получают как результат 

обобщения большого числа экспериментальных данных, на 

базе которых строятся математические модели явления. В 

настоящей работе изучается распределение по скорости и по 

энергии термоэлектронов, вылетающих из нагретой нити 

накала электронной лампы. 

Статистическое описание поведения электронов в 

металле. В соответствии с квантовомеханической моделью 

твердого тела электроны в кристаллической решетке распре-

делены по энергетическим полосам (зонам), разделенным 

энергетическими щелями (или запрещенными зонами), в ко-

торых электроны не могут находиться (рис.1). В свою оче-

редь, каждая энергетическая зона представляет собой сово-

купность близкорасположенных энергетических уровней, 

расстояние между которыми на много порядков меньше ши-

рины запрещенных зон. Поэтому принято говорить, что 

спектр электронов в зоне квазинепрерывен. В соответствии с 

теорией на каждом уровне может находиться ограниченное 

число электронов. Следовательно, число электронов, способ-

ных находиться в каждой энергетической зоне, строго фикси-

ровано. Отличительные свойства металлов связаны с тем, что 

верхняя энергетическая зона заполнена частично, при этом 

электроны, находящиеся в этой зоне, называемой также зоной 
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проводимости, не связаны с каким-то конкретным атомом, а 

могут свободно перемещаться по всему объему металла. 
При температуре, равной 0 К, металл обладает мини-

мальной энергией, что означает, что должны  быть заполнены 
без промежутков все нижние электронные уровни. Значение 
энергии, соответствующее наивысшему из заполненных при 

Т=0 К уровню, называется энергией Ферми  (подробнее 
см.[3],§155; [4],§2). Для металлов этот уровень расположен в 
зоне проводимости. При увеличении температуры электроны 
приобретают дополнительную кинетическую энергию, пере-
ходя при этом на более высокие незаполненные уровни. При 
этом величина изменения энергии порядка kТ, где k - посто-
янная Больцмана. Ясно, что такую возможность имеют толь-
ко электроны, находящиеся вблизи уровня Ферми, так как для 
электронов, расположенных на более низких уровнях, все со-
седние уровни заполнены. Отметим также, что в соответствии 
с теорией уровень Ферми незначительно снижается по мере 
увеличения температуры. 

 

Рис.1. Схема энергетических уровней в металле и их заполнение 

при Т=0 К ( - энергия Ферми, Ф - работа выхода, 
Е0 - минимальная кинетическая энергия, которой должен 

обладать электрон, чтобы покинуть металл). 
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Когда электрон подлетает к границе между металлом и 

вакуумом, равнодействующая всех сил, действующих на элек-

трон, направлена вглубь металла и мешает ему покинуть ме-

талл. Однако, если скорость движения и, следовательно, кине-

тическая энергия электрона достаточно велика, то  он способен 

вылететь из металла, причем, чем выше температура металла, 

тем больше доля электронов, обладающих такой энергией, и, 

следовательно, тем больше число вылетающих электронов. 

Это явление носит название термоэлектронной эмиссии. 

Обозначим минимальную кинетическую энергию, кото-

рой должен обладать электрон, чтобы покинуть металл, через 

  . В первую очередь выходить с поверхности металла будут 

электроны, находящиеся на уровнях, близких к уровню Фер-

ми. Следовательно, дополнительная кинетическая энергия, 

которую они должны получить, равна 

                                                

Энергия Ф, затрачиваемая на отрыв электрона от метал-

ла, называется работой выхода. Если обозначить кинетиче-

скую энергию уже вылетевшего электрона вблизи поверхно-

сти металла как      , то кинетическая энергия такого элек-
трона в металле будет равна 

                                               

Таким образом, величину    можно трактовать как энер-
гию покоящегося электрона вне проводника. Поэтому гово-

рят, что электроны внутри металла находятся в “потенциаль-

ной яме” глубиной   . В отличии от энергии внутри металла, 

кинетическая энергия      вне металла может принимать 

произвольные значения, т.е. образует непрерывный спектр. 

Поведение электронов в металле описывается квантовой 

статистикой Ферми-Дирака (см. [4],§34), в которой учитыва-

ется дискретный характер энергетического спектра: 
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   (
    

  )   
                                 

где Ni - число электронов, имеющих энергию Еi, gi - число 
квантовых состояний, соответствующих энергии Еi, k - посто-

янная Больцмана, Т - температура,  - энергия Ферми. 
Для электронов, вылетевших из металла и имеющих ки-

нетическую энергию , формула (5) с учетом (3)-(4) принимает 
вид: 

 

 
 

 

   (
      

  )   
                            

(индекс i опущен, так как спектр Еi  квазинепрерывен). 
Для металлов  работа  выхода,  обычно  измеряемая  в  

электрон-вольтах  (1эв = 1.610-19 Дж), составляет несколько 
эв, а величина kТ для Т=1000 К - доли эв, поэтому единицей в 
знаменателе (5а) можно пренебречь. 

Из квантовой механики известно, что число состояний g 
равно: 

  
 

  
                 

где                 - так называемый элемент фазового 

объема, h - постоянная Планка, p=mv – импульс электрона. 
Тогда для числа электронов dN, заключенных в элементе фа-
зового объема, можно записать: 

   
 

  
        ⁄             ⁄                   

Интегрирование по        даст объем V, тогда число 

электронов в единице объема, т.е. концентрация              

вылетевших электронов, скорости которых заключены в эле-

менте          , будет выражаться формулой: 
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  (        )  
   

  
        ⁄             ⁄            

Интегрирование по           даст выражение для об-

щей концентрации    электронного облака вблизи поверхно-
сти металла: 

   
 

 
(
     

  
)
  ⁄

        ⁄                   

Отметим, что чем меньше работа выхода Ф и чем больше 

температура Т, тем больше электронов покидает металл. 

Отношение   (        )    есть вероятность 

  (        ) для электрона иметь скорость в интервале 

         , в итоге получаем: 

  (        )  (
 

    
)
  ⁄

           ⁄                  

Эта формула совпадает с формулой для распределения 

Максвелла, которое описывает распределение молекул по 

скоростям в идеальном газе при температуре Т. Таким обра-

зом, распределение электронов по скорости у поверхности 

металла является распределением Максвелла. 

Формула (7) является трехмерным распределением в де-

картовых координатах         . Чтобы найти распределение 

электронов по модулю скорости dР(v), необходимо перейти в 

(7) к сферическим координатам v, , , заменив элемент "объ-

ема"           в декартовых координатах на соответствую-

щий элемент v2sindvdd в сферических координатах, и 

проинтегрировать по "не интересующим" переменным  и , 
в результате получим 

        (
 

    
)
  ⁄

            ⁄                  
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Распределение электронов по энергии можно получить, 

сделав замену переменных 

     
   

 
  

при этом 

           

и 

     √
     

  
       

В итоге получаем: 

         
 

√   
 √

    

  
    ( 

    

  
)  

Таким образом, функция плотности распределения по 

энергии         равна 

        
 

√   
 √

    

  
    ( 

    

  
)              

Можно найти среднее значение кинетической энергии 

электрона 〈    〉, вылетевшего из катода: 

〈    〉  ∫     

 

 

             
 

 
   

Для температуры катода порядка 1000К средняя энергия 

термоэлектронов составляет доли электронвольта. В свою 

очередь, энергия электронов внутри металла примерно равна 

энергии Ферми  и составляет 5-10 эв. Однако термодинами-

ческая температура электронов внутри и вне металла одна и 
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та же и равна температуре катода, так как система находится 

в термодинамическом равновесии. Это связано с различной 

статистикой распределения электронов внутри и вне металла. 

Экспериментальное изучение распределения термо-

электронов. 
Для изучения распределения термоэлектронов, вылета-

ющих из металла, необходимо провести эксперимент, схема 
которого позволяла бы каким-либо способом сортировать 
термоэлектроны по скорости. Рассмотрим процессы, проис-
ходящие в диоде - электронной лампе, представляющей со-
бой цилиндрический анод, на оси которого расположена тон-
кая нить - катод.  При нагревании катода начинается процесс 
термоэлектронной эмиссии. Электроны от катода устремля-
ются к аноду, и, если анод и катод замкнуть в цепь через ам-
перметр, то прибор зафиксирует появление тока. 

Включим в цепь между анодом и катодом регулируемый 
источник напряжения. Если на анод подать отрицательное 
напряжение U<0 относительно катода, то до анода смогут 
долететь только  те  электроны, для которых величина 

   
   

 

 
 

 (  
    

 )

 
 

больше е|U|>0. По мере увеличения напряжения число элек-
тронов, долетающих до анода, и, следовательно, ток в цепи 
будут возрастать, и если бы электроны не взаимодействовали 
друг с другом, то при U=0 они все долетали бы до анода, ток 
достиг бы максимального значения и не изменялся бы при 
дальнейшем увеличении напряжения. 

Найдем зависимость анодного тока от величины прило-
женного напряжения U<0 при условии, что термоэлектроны 
вылетают из катода в соответствии с распределением Макс-
велла и по пути к аноду не взаимодействуют. Сначала полу-
чим формулу, описывающую распределение электронов по 
радиальной компоненте скорости vr. Для этого в (7) перейдем 
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к цилиндричеким координатам, заменив           на 

        , тогда: 

            (
 

    
)
  ⁄

   ( 
    

    
  

   
)           

Интегрируя по      , получим: 

       (
 

    
)    ( 

   
 

   
)                       

Плотность тока       , создаваемая электронами, ради-
альная компонента скорости которых лежит в интервале от    
до       , задается формулой: 

                                                  

где e - заряд электрона, n0 - концентрация электронов вблизи 
катода (6). 

Чтобы найти плотность тока j(U) в зависимости от анод-
ного напряжения U, необходимо проинтегрировать выраже-

ние (11) по   , удовлетворяющим условию 
   

 

 
  | |: 

        ∫ (
 

  
)

 

√  | |
 

   ( 
   

 

   
)  

     

Интегрируя по частям, получим окончательно для плот-
ности тока при U<0: 

       
 

√ 

[
 
 
 
 

(
 | |

  
)

  ⁄

   ( 
 | |

  
)  ∫           

 

(
 | |
  

)

 
 ⁄

]
 
 
 
 

 

(12) 
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где    - плотность тока насыщения, устанавливающаяся в 
лампе при U>0: 

   
   

 
√

    

 
 

       

  
     ( 

 

  
) 

Зависимость анодного тока   , равного произведению 
плотности тока (12) на площадь катода, изображена на рис.2. 

Продифферецировав выражение (12) по  U, получим за-
висимость производной        от  U в виде (рис.3): 

   
  

    [√
 | |

  
   ( 

 | |

  
)]                  

Можно заметить, что формула (13) совпадает с точностью 
до нормировочного коэффициента в формулой распределения 
Максвелла по энергии (9), в которой вместо энергии Е стоит 
е|U|. Таким образом, измеряя вольтамперную характеристику 
диода и затем дифференцируя полученный результат, можно 
из сопоставления экспериментально найденной зависимости и 
теоретической функции плотности распределения по энергии 
получить значение температуры электронов Т. 

Следует учесть два важных обстоятельства. 

Во-первых, вследствие взаимодействия электронов друг с 

другом при большом числе вылетающих электронов вблизи 

катода образуется отрицательно заряженное электронное об-

лако, поэтому распределение будет изменяться. Электроны с 

большой энергией достаточно быстро будут проходить через 

облако и практически не "заметят" его, медленные же электро-

ны могут существенно изменить свою скорость и даже вер-

нуться назад в металл. Поэтому при постепенном увеличении 

анодного напряжения анодный ток сначала будет возрастать в 

соответствии с формулой (12), так как при больших значениях 

|U| анодный ток обусловлен именно быстрыми электронами. 
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Но, начиная с некоторого напряжения Uгр, часть медленных 

электронов, которая в отсутствии электронного облака долета-

ла бы до анода и давала бы вклад в анодный ток, теперь будет 

задерживаться в облаке и перестанет долетать до анода. По-

этому экспериментальная кривая зависимости тока от напря-

жения пойдет ниже, чем теоретическая (рис.2). 
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Рис. 2. Зависимость анодного тока диода от напряжения между 
анодом и катодом в вакуумном диоде (теория и эксперимент). 

Чем больше температура катода, тем больше размер воз-

никающего электронного облака, и тем раньше начнется от-

клонение от теоретической зависимости.  Понятно, что и зна-

чение производной тока по напряжению (рис.3) будет отли-

чаться от зависимости, указанной в формуле (13). Таким об-

разом, предложенный способ проверки распределения термо-

электронов по энергии позволяет надеяться, что для больших 

значений |U| формула (13) будет хорошо описывать экспери-

ментально полученные результаты. Однако для малых значе-

ний |U| сопоставление теории с экспериментом не совсем 

корректно. 



370 

 

Рис. 3. Зависимость первой производной анодного тока по 

анодному напряжению dIан/dUан от напряжения между анодом и 

катодом в вакуумном диоде (теория и эксперимент). 

Во-вторых, анод и катод сделаны из различных материа-

лов, имеющих разную работу выхода. В соответствии с элек-

тронной теорией твердых тел, если два материала привести в 

соприкосновение, то тела начнут обмениваться электронами, 

причем более интенсивным будет переход электронов от тела 

с меньшей работой выхода к телу с большей работой выхода. 

В результате первое тело будет заряжаться положительно, а 

второе - отрицательно, и возникнет так называемая контакт-

ная разность потенциалов      ([3], §195), равная, как пока-

зывает теория, разности работ выхода. 

В электронной лампе анод и катод соединены друг с дру-

гом через источник питания,  “минус”  которого подсоединен 

к катоду, а “плюс” - к аноду. Так как Фкат < Фан, то реально 

потенциалы анода и катода сравняются, если на анод подать 

положительное напряжение     , равное Фан - Фкат. Таким 

образом, на рис.2 и рис.3 нулевому значению анодного 
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напряжения будет соответствовать напряжение     . Кроме 

этого, в формуле (13) вместо U должно стоять U -     , т.е. 

   
  

    [√
 |      |

  
   ( 

 |      |

  
)]              

Таким образом, в формулу (13а) входят две неизвестные 

величины: температура термоэлектронов T и контактная раз-

ность потенциалов     . Для нахождения этих значений вос-

пользуемся следующим алгоритмом. 

Формулу (13a) можно представить в виде 

   
  

     (√     )            

где    |      |   . Функция      √      имеет экс-

тремум при      ⁄ . Вычислим значения   , большие чем 

  , при которых              , где   принимает значе-
ния, меньшие единицы, например, 0.95, 0.9, 0.85, 0.8, ... 0.2 и 

т.д. Т.е. координаты    есть координаты точек пересечения 

графика функции      с горизонтальными линиями, соответ-

ствующими уровню   = 0.95, 0.9, 0.85, 0.8, ... от максималь-
ного значения. Аналогичным образом поступим и с экспери-

ментальным графиком 
   

  
    (здесь U в скобках есть аргу-

мент функции 
   

  
). Найдем значение   , при котором функ-

ция 
   

  
    принимает максимальное значение, затем опреде-

лим соответствующие значения   , при котрых 

   
  

       
   
  

      

Так как при (       )    значения    и    связаны 

уравнением 
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    (       )    

то 

        
    

 
                                

Зависимость    от    является линейной, при этом коэф-
фициенты пропорциональности в (14) зависят от неизвестных 

величин T и     . Используя метод наименьших квадратов, 

можно провести прямую линию по точкам (  ,   ) и получить 

оценки для величин T и     . Таким образом, суть предлагае-

мого алгоритма заключается в наложении теоретической кри-

вой      на экспериментальную кривую 
   

  
    , при этом 

совмещаются только участки кривых от максимального значе-

ния функций, до предельных значений при x  и U-  

(напомним, что        принимает отрицательные значения). 

Из приведенного выше алгоритма видно, что он основан 

на предположении, что полученное в ходе эксперимента рас-

пределение по энергии является правильным для  участка  

значений  энергии, больших, чем наивероятнейшее значение 

энергии        , соответствующее максимальному значе-

нию плотности распределения по энергии. Применение пред-

ложенного алгоритма оправдано для случая малых темпера-

тур, когда плотность электронного облака невелика, и иска-

жения, связанные с его наличием, существенны только  для 

низкоэнергетичных электронов. Однако по мере роста темпе-

ратуры область искажений в распределении растет и предло-

женный алгоритм может дать неточные значения искомых 

параметров. 

В результате получаем, что, если вычислена производная 
   

  
    и найдено значение     , то функция плотности рас-

пределения по энергии f(Е) равна 
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где энергия Е=e|U- Uкрп| выражается в электронвольтах, С - 

нормировочная константа. 

Зная  функцию плотности распределения по энергии f(Е), 

можно найти  функцию плотности распределения по модулю 

скорости fv(v), воспользовавшись соотношениями: 

f(Е)dE = fv(v)dv,  Е = mv
2
/2,  dE = mvdv, 

тогда 

           
  

  
              √                 

Для распределения Максвелла       принимает макси-

мальное значение для скорости    √     , называемой 

наивероятнейшей скоростью. Таким образом, получив в ходе 

эксперимента функцию       и найдя по графику значение 

наивероятнейшей скорости   , можно найти значение темпе-
ратуры электронов 

  
   

 

  
                                           

Значение температуры, найденное из формулы (17) бу-

дет, вообще говоря, отличаться от значения, найденного из 

формулы (14). Такой подход к определению температуры не 

лишен всех указанных выше недостатков для случая больших 

температур, так как при вычислении функции       использу-
ется "неправильная" функция f(Е). Но нетрудно заметить, что 

энергия, соответствующая наивероятнейшей скорости, равна 

  
   

 

 
     

а наивероятнейшее значение энергии 
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Иными словами, при определении температуры по зна-

чению наивероятнейшей скорости мы, возможно, используем 

пока еще "правильный" участок распределения по энергии 

f(Е). Однако понятно, что такой подход позволяет только не-

сколько уточнить результат, но его достоверность при боль-

ших накалах не слишком велика. 

Экспериментальная установка. 

Выполнение работы поводится на установке, в состав ко-

торой входят: 

1) вакуумный диод (электронная лампа типа 6Х2П) с си-

стемой управления; 

2) блок сопряжения установки с компьютером; 

3) персональный компьютер. 

Вакуумный диод представляет собой двойной диод с по-

догревным оксидным катодом (в цепь включен один из дио-

дов). Питание установки осуществляется от напряжения, по-

ступающего от компьютера через блок сопряжения. Регули-

ровка подаваемых напряжений и управление экспериментом 

осуществляется из программы, запускаемой на персональном 

компьютере. 

Описание работы программы. 
Основным принципом построения программы является 

работа в режиме "МЕНЮ", когда на экране монитора предла-

гается список возможных действий, из которых надо выбрать 

одно для продолжения работы. Меню состоит из нескольких 

"окошек", одно из которых окрашено другим цветом (т.н. "ак-

тивное окно"). При нажатии клавиши ENTER будет выпол-

няться директива  именно этого окна. Смена активного окна 

осуществляется клавишами СТРЕЛКА ВВЕРХ и СТРЕЛКА 
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ВНИЗ. При отказе от работы с данным меню надо нажать 

клавишу ESC, при этом программа возвращается на преды-

дущий уровень работы. Простейшие подсказки по режиму 

работы, отвечающему активному окну, содержатся в выде-

ленной строке внизу экрана. 

Кроме  таких "командных" окон, в некоторых меню 

встречаются "числовые" окна, в которых указаны значения 

некоторых параметров, влияющих на работу. Для изменения 

какого-либо значения необходимо сделать соответствующее 

окно активным и  перейти в режим редактирования текста 

этого окна. Для этого надо нажать любую цифровую клави-

шу, после чего в данном окне можно работать как в обычном 

текстовом редакторе. Выход из режима редактирования осу-

ществляется нажатием клавиши ENTER. 

После загрузки программы на экране монитора появляет-

ся основное меню, содержащее следующие команды: 

ЭКСПЕРИМЕНТ 

ОБРАБОТКА 

АНАЛИЗ 

ВЫХОД 

Рассмотрим более подробно каждый из возможных ре-

жимов работы программы. 

ЭКСПЕРИМЕНТ. В этом режиме осуществляется под-

готовка к выполнению эксперимента и сам эксперимент. В 

ходе подготовки необходимо выбрать некоторое значение 

напряжения накала катода, подать это напряжение на катод, и 

подождать, когда катод прогреется и установится стационар-

ный режим работы. Только после этого дается команда на 

выполнение эксперимента. 

Сначала на экране появляется окно с указанием величи-

ны напряжения накала, значения в окне изменяются при 

нажатии на клавиши СТРЕЛКА ВПРАВО (ВЛЕВО), при этом 
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само напряжение на катоде не изменяется. После выбора зна-

чения следует нажать ENTER, только после этого на катод 

подается соответствующее напряжение. Выход из режима без 

изменения осуществляется клавишей ESC. 

Если напряжение на катоде изменилось, то нить накала 

начинает нагреваться или охлаждаться ( в зависимости от 

знака изменения), при этом меняется ее сопротивление и, 

следовательно, ток накала. На экране монитора появляются 

два окна, в которых представлены значения тока накала като-

да и анодного тока, протекающего через лампу при подаче 

некоторого  анодного напряжения. Это напряжение подобра-

но таким образом, чтобы обеспечить наибольшую изменчи-

вость анодного тока по мере изменения тока накала. Инфор-

мация в окнах периодически изменяется при поступлении 

сигнала с системы считывания. Так как интерес представляет 

стационарный режим работы диода, то необходимо выждать 

2-3 минуты (а при больших именениях накала до 5-7 минут), 

пока значения токов не установятся. Значения анодного тока 

невелики, поэтому при работе наблюдаются флуктуации тока, 

и режим можно считать установившимся, если в течение 30-

40 секунд среднее значение тока не будет изменяться. Для 

начала эксперимента следует нажать ENTER, при отказе от 

эксперимента - ESC. 

При запуске эксперимента на анод лампы подается по-

степенно увеличивающееся напряжение (в диапазоне от 0.5 

до 1.5 вольта), система считывания определяет значения 

анодного напряжения и анодного тока, на мониторе появля-

ется график вольтамперной характеристики диода. Для 

уменьшения ошибок, связанных со случайными факторами, 

измерения в каждой точке проводятся 20-30 раз, появляюща-

яся на экране экспериментальная точка соответствует усред-

ненным значениям. 
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Существует несколько возможностей для управления хо-

дом зксперимента. При нажатии на клавишу "Р" (латинское, 

от слова PAUSE) работа системы приостанавливается, на 

экране появляются два окна, в которых показываются значе-

ния анодного напряжения и анодного тока, измерения кото-

рых не прекращаются, а выполняются в течение всего режима 

паузы. Выход из режима паузы осуществляется при нажатии 

любой клавиши. 

Если значение тока велико и превосходит максимальное 

значение на оси Y графика, программа автоматически изме-

няет масштаб. При малых значениях тока масштаб может 

быть изменен нажатием клавиши <ПРОБЕЛ>. Клавишей 

<ESC> можно прервать выполнение эксперимента. 

По окончании эксперимента его результаты могут быть 

занесены в память для последующей обработки, для этого 

следует нажать клавишу ENTER. Если эксперимент по каким-

либо причинам неудачен, его результаты не следует запоми-

нать (чтобы не расходовать ресурсы памяти), для этого 

нажмите клавишу <ESC>. 

ОБРАБОТКА.  Данный режим должен быть реализован 

сразу после выполнения эксперимента, так как в памяти со-

храняются результаты только последнего выполненного экс-

перимента. После окончания обработки данные эксперимента 

будут заменены на результаты обработки. 

При входе в данный режим на экране монитора появля-

ются график зависимости производной анодного тока  от 

анодного напряжения, а в верхнем левом углу - вольтампер-

ная характеристика. 

Обработка результатов проводится по алгоритму, изло-

женному выше. После каждого этапа работы выполнение 

программы приостанавливается, для продолжения следует 

нажать клавишу ENTER, для отказа - клавишу ESC. Сначала 

на кривой появляются отметки (в виде креста), соответству-
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ющие уровням 0.95, 0.9, 0.85, 0.8 и т.д. от максимального зна-

чения производной. В правом верхнем углу появляется окно 

для построения графика, описываемого зависимостью (14), 

используемого для определения температуры термоэлектро-

нов и контактной разности потенциалов. По оси Х графика 

откладываются значения функции   , по оси Y - значения 

функции   . Затем методом наименьших квадратов по полу-
ченным точкам проводится прямая и находятся значения ис-

комых параметров и ошибок определения, представляемые на 

экране в виде небольшой таблицы. 

В дальнейшем на экране появляются экспериментальный и 

теоретический (рассчитанный в соответствии с найденными 

значениями температуры и контактной разности потенциалов) 

графики функции плотности распределения по энергии, а затем 

и по модулю скорости. Если наблюдается хорошее соответствие 

эксперимента и теории, результаты следует сохранить, нажав в 

конце работы ENTER, при этом в банк данных  помещается ин-

формация как о значениях параметров, так и о функциях плот-

ности распределения. Эта информация может быть проанализи-

рована в дальнейшем в режиме АНАЛИЗ. 

Если результаты обработки были сохранены, то программа 

"забывает" о самих экспериментальных данных (во избежании 

повторной обработки одних и тех же результатов), в случае отка-

за от сохранения (клавиша ESC) обработка может быть повторе-

на, причем, естественно, результаты будут теми же самыми. 

АНАЛИЗ. В этом режиме можно на одном графике 

представить результаты обработки всех или только некото-

рых экспериментов для последующего сравнительного анали-

за. При входе в режим в левой части экрана появляются гра-

фики всех экспериментально полученных функций плотности 

распределения по энергии, а в правой части - таблица пара-

метров (напряжение накала, температура и ошибка ее опре-

деления, контактная разность потенциалов, обозначаемая 
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КРП, и ошибка ее определения), полученных в ходе обработ-

ки. При этом графики, соответствующие одному и тому же 

напряжению накала, изображаются одним цветом, совпада-

ющим с цветом чисел в таблице параметров. Такие экспери-

менты, выполненные при одном и том же напряжении, в 

дальнейшем называются словом "семейство". Если число 

экспериментов велико (более 20), то вследствие ограничения 

размера экрана в таблице будут видны только начальные 

строки, остальные результаты можно будет увидеть, вызвав 

режим просмотра семейства (клавиша INS, см. ниже). 
При нажатии на клавишу <F1> можно получить краткую 

информацию о списке команд, выполняемых в этом режиме. 
Рассмотрим более подробно действие программы при 

получении каждой из команд. 
<TAB> - сменить график. При нажатии на клавишу 

TAB на экране монитора последовательно появляются экспе-
риментальные и теоретические графики функций плотности 
распределения по энергии и по модулю скорости. 

<INS> - показать семейство на экране монитора. В этом 
режиме на экране будут показаны результаты экспериментов, 
выполненных  только при одном значении напряжения накала 
- семейство экспериментов. При нажатии INS программа пред-
лагает ввести интересующее значение напряжения с клавиату-
ры. После ввода числа следует нажать ENTER, в результате в 
таблице остаются только строки, соответствующие выбранно-
му значению напряжения накала. Для возможности сравнения 
на экране различными цветами показываются экперименталь-
ные и теоретические кривые функций плотности распределе-
ния по энергии или по модулю скорости (смена режима показа 
осуществляется клавишей TAB). Режим вызова на экран ре-
зультатов только одного эксперимента отсутствует. 

Для того, чтобы показать результаты сразу всех экспери-
ментов, необходимо при запросе значения напряжения 
набрать 0 (нуль). 
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<DEL> - удалить данные эксперимента из памяти. 

Иногда при одновременном просмотре результатов экспери-

ментов, выполненных при одном и том же напряжении накала, 

выясняется, что один или несколько результатов противоречат 

остальным. Обычно это бывает связано с тем, что при измене-

нии напряжения накала не было выдержано время, в течении 

которого установливается стационарный режим работы. Для 

удаления результатов "некачественного" эксперимента преду-

смотрен данный режим. Его использование рекомендуется по-

сле вызова семейства (клавиша INS), содержащего "некаче-

ственный" эксперимент. После нажатия на клавишу DEL про-

грамма запрашивает значение температуры, полученной при 

обработке эксперимента, результаты которого требуется уда-

лить. После ввода значения следует нажать ENTER, и резуль-

таты будут удалены. Будьте внимательны - восстановление 

удаленных данных невозможно !!! Для отказа от удаления 

при вводе значения температуры нажмите ESC. 

<ENTER> - курсор для определения координат на гра-

фике. Этот режим предназначен для определения координат 

любой из точек, представленных на экране графиков, в частно-

сти, для нахождения наивероятнейших значений энергии или 

модуля скорости. Напомним, что наивероятнейшим называет-

ся значение параметра, при котором функция плотности рас-

пределения по этому параметру достигает максимального зна-

чения.  При входе в этот режим в окне, содержащим графики, 

появляется курсор в виде "креста" и два окошка, в которых  

показываются значение энергии (или модуля скорости, в зави-

симости от режима) и функции плотности распределения в 

точке графика, соответствующей координатам центра "креста". 

Перемещения курсора осуществляются клавишами <СТРЕЛ-

КА ВПРАВО (ВЛЕВО, ВВЕРХ, ВНИЗ)>, при этом автомати-

чески изменяются и значения в окошках. 

Для выхода из режима следует нажать клавишу  <ESC>. 
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<ПРОБЕЛ> - совместные данные. Данный режим 

предназначен для получения единых данных обработки по 

каждому из семейств. При нажатии на клавишу ПРОБЕЛ на 

экране появляется таблица, в которой для каждого значения 

напряжения накала (каждого семейства) представляются 

усредненные результаты обработки по всем выполненным 

экспериментам данного семейства. Режим может быть осу-

ществлен на любой стадии выполнения работы. Результаты, 

полученные после выполнения всей программы эксперимен-

тальных исследований, должны быть перенесены в рабочую 

тетрадь. 

ВЫХОД. Данный режим предусматривает, кроме выхода 

из программы по завершении работы (клавиша ESC), и воз-

можность удаления результатов всех ранее выполненных 

экспериментов (очистка памяти компьютера) без выхода из 

программы. Для этого требуется нажать клавишу DEL и вер-

нуться в программу, при этом нумерация экспериментов 

начнется с единицы. При отказе от выхода из программы с 

сохранением всех данных нажмите ENTER. 

Выполнение экспериментальных исследований. 

Для начала работы включите компьютер и блок сопря-

жения установки с компьютером и запустите соответствую-

щую программу. При запуске программы устанавливается 

связь компьютера и установки, если связь не устанавливается, 

обратитесь к преподавателю или дежурному лаборанту. 

При нормальном режиме работы на экране должно по-

явиться основное меню программы. При работе в случае воз-

никновения затруднений на любой стадии работы следует 

внимательно прочитать соответствующий раздел из парагра-

фа "Описание работы программы". 

В ходе экспериментальных исследований следует снять 

вольтамперную характеристику вакуумного диода для значе-



382 

ний напряжения накала от 2.1 до 2.9 вольта (всего для 7-8 

различных значений), причем для каждого значения напря-

жения следует провести 3-4 измерения. 

Порядок выполнения экспериментов. 

1. Включите установку и запустите программу. 

2. Установите напряжение накала 2.1 вольта и выполните 

эксперимент, руководствуясь описанием режима ЭКСПЕ-

РИМЕНТ. 

3. Проведите обработку результатов эксперимента в со-

ответствии с описанием режима ОБРАБОТКА. 

4. Повторите эксперимент с данным напряжением накала 

3-4 раза, каждый раз проводя обработку. Если при обработке 

результатов, снятых при одинаковых условиях, получаются 

существенно разные результаты, число экспериментов может 

быть увеличено. Результаты обработки всех выполненных 

экспериментов можно сравнить, используя возможности ре-

жима АНАЛИЗ. 

5. По завершении измерений с выбранным напряжением 

накала, занесите найденные значения температуры и кон-

тактной разности потенциалов в тетрадь. Кроме этого, ис-

пользуя возможности режима АНАЛИЗ, найдите по экспери-

ментальным (но не по теоретическим) графикам функций 

плотности распределения наивероятнейшие значения энергии 

и модуля скорости и оцените точность их определения, опре-

делив по графику интервал, в котором находится наивероят-

нейшее значение. Затем, пользуясь формулами (17) и (18) для 

наивероятнейших значений, найдите значение температуры, 

оцените ошибку подобного способа определения и сравните 

со значением температуры, полученным в режиме ОБРА-

БОТКА. Если нахождение наивероятнейшего значения не-

возможно, объясните, почему это так. 
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6. Постепенно увеличивая напряжение накала на 0.1 - 0.2 

вольта, и выполняя все действия, указанные в п.п. 2-5, дове-

дите напряжение накала до 2.9 - 3.0 вольта. 

7. По завершении экспериментальных исследований 

представить следуюшие результаты: 

1) график зависимости температуры термоэлектронов от 

напряжения накала, при этом значения температуры берутся 

из таблицы результатов, вызываемой клавишей ПРОБЕЛ в 

режиме АНАЛИЗ. Для каждой экспериментальной точки ука-

зать диапазон ошибок. 

На тех же осях представить аналогичную зависимость 

для случая, когда температура рассчитывается из значения 

наивероятнейшей скорости. Объяснить расхождение графи-

ков и обосновать, какому из способов следует больше дове-

рять. 

2) зарисовать качественно изменение вида функции 

плотности распределения по энергии и по модулю скорости 

по мере увеличения напряжения накала и объяснить, почему 

изменения носят такой характер. 

Значения некоторых констант для проведения расчетов: 

Масса электрона - 0.9110
-30

 кг 

Заряд электрона - 1.610
-19

  Кл 

Электронвольт - 1.610
-19  

Дж 

Постоянная Больцмана - 1.3810
-23

  Дж/К 

Контрольные вопросы 
1. Электронная эмиссия? 
2. Вольтамперная характеристика вакуумного диода? 
3. Закон Богуславского-Лэнгмюра? 
4. Работа выхода электронов? 
5. Электронная лампа, как выпрямитель? 
6. Вторичная электронная эмиссия? 
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ЭЛЕМЕНТЫ ТРИГОНОМЕТРИИ 

 
Тригонометрических функций: 

sin α=а/с; 

cos α=в/с; 

tg α=а/в; 

ctg α=в/а; 

sec α=с/в; 

csec α=с/а; 

 

Свойства тригонометрических функций: 

 

sin(-x)= - sinx; sin(x + 2πk)=sinx; 

cos(-x)=cosx; cos(x + 2πk)=cosx; 

tg(-x)=-tgx; tg(x + 2πk)=tgx; 

ctg(-x)=-ctgx; ctg(x + 2πk)=ctgx; 
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Таблица значений некоторых углов тригонометричес-

ких функций: 

Функция 

Аргумент α 

0 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 π 

  

 
 

Sin α 0 
 

 
 

√ 

 
 

√ 

 
 1 0 - 1 

Cos α 1 
√ 

 
 

√ 

 
 

 

 
 0 -1 0 

tg α 0 
√ 

 
 1 √    0   

ctg α   √  1 
√ 

 
 0   0 

Sec α 1 
 √ 

 
 √  2   -1   

Cosec α   2 √  
 √ 

 
 1   -1 

 

Переход от градусных измерений к радианам и обратно: 

 

х
0
 = х 

 

   
 рад;     х рад = 

 

   
 х

0 

 

Формулы зависимости тригонометрических функций с 

одинаковыми аргументами: 

sin
2
α+cos

2
α = 1;          tg α = 

    

    
;               ctg α = 

    

    
; 

1 + tg
2
 α = 

 

     
;                                    1 + ctg

2
 α = 

 

     
; 

 ctg α * tg α = 1. 
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Формулы для двойных углов: 

sin2 α = 2sin α cos α= 
     

       
; 

cos2 α = cos
2
 α-sin

2
 α=1-2sin

2
 α = 

       

       
;
 

tg2 α= 
     

       
; 

ctg2α= 
       

     
; 

sin  = 2sin
 

 
 cos

 

 
; 

Формулы для тройных углов: 

sin3  =3sin  -4sin
3  ; 

cos3 α=4cos
3
 α-3cos α; 

Формулы для понижения степени функции: 

sin(α  )=sin α cos   cosα sin ; 

cos(α  )=cosα cos     α     ; 

tg(α  )=
       

         
; 

Формулы суммы и разности тригонометрических функций: 

sinα      = 2sin
   

 
 cos 

   

 
; 

sinα     =2sin
   

 
 cos 

   

 
; 

cosα      =2cos
   

 
 cos 

   

 
; 

cosα      =-2sin
   

 
 sin 

   

 
; 

tg α    =
        

         
; 
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Формулы преобразования произведений 

тригонометрических функций: 

sinα sin   = 
 

 
(cos      -cos(   )); 

cos α cos   = 
 

 
(cos      +cos(   )); 

sinα cos   = 
 

 
(sin      +cos(   )); 

Знаки тригонометрических функций в четвертях: 

Функции 
Четверть 

I II III IV 

sin α + + - - 

cos α + - - + 

tg α + - + - 

ctg α + - + - 

sec α + - - + 

cosec α + + - - 

 

Функции 
Аргумент t 

 

 
- α 

 

 
+ α π- α π + α 

  

 
- α 

  

 
+ α 2 π- α 

sin t cos α cos α sin α - sin α -cos α -cos α - sin α 

cos t sin α -sin α -cos α -cos α - sin α sin α cos α 

tg t ctg α -ctg α -tg α tg α ctg α - ctg α tg α 

ctg t tg α -tg α - ctg α ctg α tg α - tg α - ctg α 
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Элементы геометрии 

   Измерение величин в треугольниках: 

   Обозначения : a,b,c-длина сторон треугольника; 

    ABC, h-высота (рис. 1), p = 
     

 
   полупериметр,  R и r –        

радиусы внутренних и внешних окружностей (рис 2). 

   Теорема синусов: 

 

    
 =

 

    
=

 

    
; 

   Теорема косинусов: 

a
2
=b

2
+c

2
-2bc cos ; 

   Формулы площади произвольного треугольника: 

S =
   

 
=

   

 
=

   

 
; 

S=
 

 
ab sin ; 

S=pr; 

S=
   

  
; 

Площади равнобедренного треугольника: 

S=
  √ 

 
    (a=b=c); 

Теорема Пифагора: 

a
2
=b

2
+c

2
; 

Площадь окружности радиусом R с центром в начале 

координат. (рис.3) 

x
2
+y

2
=R

2
,   R-радиус окружности. 
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Длина окружности:     l=2  ; 

Длина сегмента:           l=  ; ( -выражена в радианах). 

Отношение длины окружности на диаметр, есть 

постоянная величина: 

 =
 

 
=3,14 

Площадь окружности: 

S=     

 

   Площадь сектора окружности:  S = 
  

 
      (l – длина дуги 

сектора); 

   Площадь квадрата: S=a
2
=

  

 
   (а-стороны квадрата, d-

диагональ ); 

   Площадь прямоугольника:  S=ab; 

   Площадь ромба: S=
    

 
=a

2
sin    (а-сторона,     -диагонали, 

               ); 

   Площадь параллелограмма:  S=ah=ab sin    (a,b-основании, 

 -один из углов, h-высота); 
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   Площадь трапеции:  S=
   

 
h=ch  (а,b-основании, h-высота, с-

средняя линия). 

 
рис.4 

Объем призмы:   V=Sh  (S-площадь основания, h-высота); 

Объем пирамиды:  V=
  

 
; 

Объем цилиндра:   V=πR
2
h  (R-радиус цилиндра, h-высота); 

Объем конуса:    V=
    

 
 

Объем сферы:     V=
 

 
 πR

3
; 
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   Векторная алгебра. Сложение векторов: 

  +0=  ; 

  + ⃗ =  ; 

  +(- ⃗  =  ; 

  + ⃗ = ⃗ +  ; 

(  + ⃗ )+  =  +( ⃗ +  ); 

Умножение векторов на число: 

λ  =   λ; 

λ(  + ⃗ )=λ  +λ ⃗ ; 

(λ+μ)   =λ  +μ  ; 

 

Вычисление модуля вектора: 

C=√                  ⃗  ; 

 

Проекция вектора: 

аи=при  =acosϕ 
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Проекция вектора в декартовых координатах: 

ax=acosα   ay=acosβ    ay=acos  

Вычисление модуль вектора с помощью его проекции в 

декартовых координатах. 

а=√  
    

    
  

Скалярное произведение двух векторов: 

(    ⃗⃗ )=ab cosϕ; 

(    ⃗⃗ )=(  ⃗    ); 

 

Векторное произведение двух векторов: 

  =[  ⃗⃗⃗   ⃗ ]; 

[  ⃗⃗⃗   ⃗ ]=-[ ⃗    ]; 

[(  + ⃗ )  ]=[     ]+[  ⃗   ]; 

Вычисление модуля вектора в результате векторного 

произведения двух образующих векторов: 



393 

C=ab sin(  ⃗⃗⃗    ⃗ ); 

 



394 

ПОСТОЯННЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ: 

Название величин 
Обозначение 

величин 

Значение 

величин 
Единица 

 

1 2 3 4 

Астрономическая 
длина 

1 1,49598*10
11 

м 

Атомная масса  1 а.е.м. 1,660565*10
-27 

кг 

Заряд ядра е 1,602189*10
-19 

Кл 
Заряд электрона е/me -1,758820*10

11 
Кл/кг 

Атомная масса 
дейтерия 

2
H 

md 2,014101795 a.e.м. 

Атомная масса гелия 
4
Не 

m 4,002603267 a.e.м. 

Масса нейтрона mn 1,674954*10
-27 

кг 

Масса протона mр 1,672648*10
-27

 кг 

Масса электрона  Me 9,109534*10
-31

 кг 
Парсек пк 3,085*10

16 
м 

Классический радиус 
электрона 

re 2,817938*10
-15 

м 

Постоянная Авогадро Na 6,022045*10
23 

Моль
-1 

Постоянная Больцмана k 1,380662*10
-23 

Дж/кл 

Постоянная Вина B=λmax T 2,89782*10
-3 

м*К 
Гравитационная 
постоянная 

G 6,6720*10
-11 

H*м
2
/кг

2 

Магнитная постоянная μ0 4π*10
7 

Гн/м 

Постоянная Планка h 

 ̅=h/2 π 
6,626176*10

-34 

1,097373*10
-34 Дж*с 

Постоянная Ридберга R  1,097373*10
7 

м
-1

 

Постоянная Стефана – 
Больцмана  

Σ 5, 67032*10
-8

 Вт/м
2
К

4 

Универсальная газовая 
постоянная  

R 8,31441 Дж/моль К 

Постоянная Фарадея  F=NA*e 9, 648456*10
4
 Кл/моль 
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1 2 3 4 

Электрическая 

постоянная  
ε0 8,854187*10

-12 
Ф/м 

Световой год  1 св.год 9,4605*10
15 

м 

Скорость света в 

вакууме 
С 2,997924*10

8 
м/с 

Атмосферное давление Р 101325 Па 

Объем 1 моль 

идеального га при н.у. 
V0 0,02241383 м

3
/моль 

Ускорение свободного 

падения 
g 9,80665 м/с

2
 

Электрон-вольт эВ 1эВ=1,602*10
-19

 Дж 

Энергия 

соответствующая 

1 а.е.м  

Е 931,5016 МэВ 

Энергия покоя 

нейтрона 
mnc

2 
939,5731 МэВ 

Энергия покоя протона mрc
2
 938,2796 МэВ 

Энергия покоя 

электрона 
mеc

2
 0,511034 МэВ 
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ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ И ФОРМУЛЫ 

1. Физические основы механики 

Средняя скорость 

〈  〉  
   

  
   

Мгновенная скорость 

   
   

  
   

Среднее ускорение 

〈  〉  
   

  
   

Мгновенное ускорение 

   
   

  
   

Тангенциальная составляющая ускорения 

   
  

  
   

Нормальная составляющая ускорения 

   
  

 
   

Полное ускорение 

            

  √  
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Кинематические уравнения равнопеременного 
поступательного движения 

{

        

      
   

 
  

 

Угловая скорость 

 ⃗⃗  
  ⃗ 

  
   

Угловое ускорение 

   
  ⃗⃗ 

  
   

Кинематические уравнения равнопеременного 
вращательного движения 

{

        

      
   

 
  

 

Связь между линейными и угловыми величинами при 
вращательном движении 

              

                  

Импульс (количество движения) 
         

Второй закон Ньютона 
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Сила трения скольжения 
         

Закон сохранения импульса (для замкнутой системы) 

   ∑     

 

   

         

Работа переменной силы на участке траектории 1-2 

  ∫       

 

 

   

Мгновенная мощность 

  
  

  
        

Кинетическая энергия 

  
   

 
   

Потенциальная энергия тела, поднятого над 
поверхностью Земли, 

        

Потенциальная энергия упругодеформированного тела 

  
   

 
   

Полная механическая энергия системы 

        

Закон сохранения механической энергии (для 
консервативной системы) 
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Скорость шаров массами m1 и m2 после абсолютно 

упругого центрального удара 

  
  

               

     
   

  
  

               

     
   

Скорость шаров после абсолютного неупругого удара 

   
           

     
   

Момент инерции системы (тела) 

  ∑    
 

 

   

   

Момент инерции полого и сплошного цилиндров (или 

диска) относительно оси симметрии 

          
 

 
      

Момент инерции шара относительно оси, проходящей 

через центр шара, 

  
 

 
      

Момент инерции тонкого стержня относительно оси, 

перпендикулярной стержню и проходящей через его 

середину, 
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Момент инерции тонкого стержня относительно оси, пер-
пендикулярной стержню и проходящей через его конец 

  
 

 
      

Теорема Штейнера 

           

Кинетическая энергия вращающегося тела относительно 
неподвижной оси 

    
   

 

 
   

Момент силы относительно неподвижной точки 

 ⃗⃗  [    ]   

Момент силы относительно неподвижной оси 

 ⃗⃗  [    ]
 
   

Момент импульса материальной точки относительно 
неподвижной точки 

 ⃗                    

Момент импульса твердого тела относительно 
неподвижной оси 

   ∑      

 

   

       

Уравнение динамики вращательного движения твердого 
тела 

          ⃗⃗  
  ⃗ 
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Закон сохранения момента импульса (для замкнутой 

системы) 

 ⃗          

Закон всемирного тяготения 

   
    

  
   

Сила тяжести 

 ⃗        

Напряженность поля тяготения 

   
  

 
   

Потенциал поля тяготения 

  
 

 
   

 

 
   

Взаимосвязь между потенциалом поля тяготения и его 

напряженностью 

             

Уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости 

           

Уравнение Бернулли 

   

 
               

Релятивистское замедление хода часов 

   
 

√  (
 
 
)
 
   



402 

Релятивистское (лоренцево) сокращение длины стержня 

     √  
  

  
   

Релятивистский закон сложения скоростей 

  
    

  
 
    

      
   

  
 
   

   

Релятивистский импульс 

   
   

√  (
 
 )

 
   

Полная энергия свободной частицы 

  
   

√  (
 
 )

 
   

Энергия покоя 

         

Связь между полной энергией и импульсом 

релятивистской частицы 

  √            
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2. Основы молекулярной физики и термодинамики 

Закон Бойля-Мариотта 
                            

Законы Гей-Люссака 
                                   

                                   

Закон Дальтона 
                  

Уравнение Клапейрона-Менделеева для произвольной 
массы газа 

   
 

 
         

Основное уравнение молекулярно-кинетической теории 
идеального газа 

  
 

 
   〈   〉

    

Средняя квадратичная скорость молекулы 

〈   〉  √
   

  
 √

   

 
   

Средняя арифметическая скорость молекулы 

〈 〉  √
   

   
 √

   

  
   



404 

Наиболее вероятная скорость молекулы 

   √
   

  
 √

   

 
   

Барометрическая формула 

     
 

   
     

Средняя длина свободного пробега молекул 

〈 〉  
〈 〉

〈 〉
 

 

√     
   

Среднее число столкновений молекулы за 1 с 

〈 〉  √     〈 〉   

Закон теплопроводности Фурье 

     
  

  
   

Теплопроводность (коэффициент) 

  
 

 
   〈 〉〈 〉   

Закон диффузии Фика 

     
  

  
   

Диффузия (коэффициент) 

  
 

 
〈 〉〈 〉   

Закон Ньютона для внутреннего трения (вязкости) 
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Динамическая вязкость 

  
 

 
 〈 〉〈 〉   

Средняя энергия молекулы 

〈 〉  
  

 
   

Внутренняя энергия произвольной массы газа 

   
 

 
   

 

 

 

 
     

Первое начало термодинамики 

           

Молярная теплоемкость газа при постоянном объеме 

   
 

 
    

Молярная теплоемкость газа при постоянном давлении 

   
   

 
    

Работа газа при изменении его объема 
         

Работа газа при изобарном расширении 

           
 

 
          

Работа газа при изотермическом расширении 
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Уравнение адиабатного процесса (уравнение Пуассона) 
                                     

Работа газа при адиабатном расширении 

  
 

 
          

    

   
[  (

  

  
)
   

]   

Термический коэффициент полезного действия для 
кругового процесса 

  
     

  
   

Термический коэффициент полезного действия цикла Карно 

  
     

  
   

Уравнение Ван-дер-Ваальса для 1 моль реального газа 

(  
 

   
)             

3. Электричество и электромагнетизм 

Закон Кулона 

  
 

    

|    |

  
   

Напряженность электростатического поля 

 ⃗  
  

  
   

Поток вектора напряженности электростатического поля 
сквозь замкнутую поверхность S 

   ∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

     



407 

Принцип суперпозиции 

 ⃗  ∑ ⃗  

 

   

   

Электрический момент диполя 

   | |     

Теорема Гаусса для электростатического поля в 

вакууме 

∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

   
 

  
∑  

 

   

   

Объемная, поверхностная и линейная плотности заряда 

  
  

  
     

  

  
     

  

  
   

Напряженность поля, создаваемого равномерно 

заряженной бесконечной плоскостью, 

  
 

   
   

Напряженность поля, создаваемого двумя бесконечными 

параллельными разноименно заряженными плоскостями, 

  
 

  
   

Напряженность поля, создаваемого равномерно 

заряженной сферической поверхностью, 
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Напряженность поля, создаваемого объемно заряженным 
шаром, 

  
 

    

 

  
         

  
 

    

 

  
             

Напряженность поля, создаваемого равномерно 
заряженным бесконечным цилиндром, 

  
 

    

 

 
                      

Циркуляция вектора напряженности электростатического 
поля вдоль замкнутого контура L 

∮  ⃗    

 

 ∮     

 

     

Потенциал электростатического поля 

  
  

  
 

  

  
   

Связь между потенциалом и напряженностью 
электростатического поля 

 ⃗               ⃗        

Поляризованность 

 ⃗  
∑    

 
   

 
   

Связь между векторами  ⃗     ⃗  

 ⃗      ⃗    
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Связь между диэлектрической проницаемостью среды   
и диэлектрической восприимчивостью вещества   

        

Связь между векторами электрического смещения и 
напряженностью электростатического поля 

 ⃗⃗      ⃗    

Теорема Гаусса для электростатического поля в 
диэлектрике 

∮  ⃗⃗ 

 

    ∮   

 

   ∑  

 

   

   

Электрическая емкость уединенного проводника 

  
 

 
   

Электрическая емкость шара 
           

Электрическая емкость плоского конденсатора 

  
    

 
   

Электрическая емкость цилиндрического конденсатора 

  
     

  
  
  

   

Электрическая емкость сферического конденсатора 
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Электрическая емкость параллельно соединенных 
конденсаторов 

  ∑   

 

   

   

Электрическая емкость последовательно соединенных 
конденсаторов 

 

 
 ∑

 

  

 

   

   

Энергия заряженного уединенного проводника 

  
   

 
 

  

 
 

  

  
            

    

  
   

Энергия заряженного конденсатора 

  
      

 
 

   

 
 

  

  
   

Объемная плотность энергии электростатического поля 

  
 

 
 

    
 

 
 

  

 
   

Сила тока 

  
  

  
   

Плотность тока 

  
 

 
   

Электродвижущая сила, действующая в цепи, 

  
 

  
     ∮  ⃗                  
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Закон Ома для однородного участка цепи 

  
 

 
   

Закон Ома в дифференциальной форме 

     ⃗    

Мощность тока 

  
  

  
        

  

 
   

Закон Джоуля-Ленца 

              
  

 
     

Закон Джоуля-Ленца в дифференциальной форме 
           

Закон Ома для неоднородного участка цепи 
(обобщенный закон Ома) 

  
         

 
   

Правила Кирхгофа 

∑  
 

      ∑    

 

 ∑  

 

   

Коэффициент вторичной электронной эмиссии 

  
  

  
   

Магнитный момент рамки с током 
       ⃗    
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Вращательный момент, действующий на рамку с током в 
магнитном поле, 

 ⃗⃗  [    ⃗ ]   

Связь между индукцией и напряженностью магнитного 
поля 

 ⃗      ⃗⃗    

Закон Био-Савара-Лапласа для элемента проводника с током 

  ⃗  
   

  

 [      ]

  
   

Магнитная индукция поля прямого тока 

  
   

  

  

 
   

Магнитная индукция поля в центре кругового 
проводника с током 

     

 

  
   

Закон Ампера 

     [     ⃗ ]   

Магнитное поле свободно движущегося заряда 

 ⃗  
   

  

        

  
   

Сила Лоренца 

    [    ⃗ ]   

Холловская поперечная разность потенциалов 
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Закон полного тока для магнитного поля в вакууме 

(теорема о циркуляции вектора  ⃗ ) 

∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

     ∑   

 

   

   

Магнитная индукция поля внутри соленоида (в вакууме), 
имеющего N витков 

    

  

 
   

Поток вектора магнитной индукции (магнитный поток) 
сквозь произвольную поверхность 

   ∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

     

Теорема Гаусса для поля с магнитной индукцией  ⃗  

∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

       

Работа по перемещению проводника с током в 
магнитном поле 

                

Работа по перемещению замкнутого контура с током в 
магнитном поле 

          

Закон Фарадея 
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ЭДС самоиндукции 

     
  

  
   

Индуктивность бесконечно длинного соленоида, 
имеющего N витков, 

     

   

 
   

Ток при размыкании цепи 

     
 

 
    

Ток при замыкании цепи 

    (    
 
 )   

Энергия магнитного поля, связанного с контуром, 

  
   

 
   

Объемная плотность энергии магнитного поля 

  
 

 
 

     

 
 

  

 
   

Намагниченность 

   
 ⃗  
 

 
∑   
 

   

Связь между векторами       ⃗⃗  

     ⃗⃗    

Связь между магнитной проницаемостью среды   и 
магнитной восприимчивостью вещества   
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Закон полного тока для магнитного поля в веществе 

(теорема о циркуляции вектора  ⃗ ) 

∮  ⃗ 

 

    ∮   

 

              

Теорема о циркуляции вектора  ⃗⃗  

∮  ⃗⃗ 

 

        

Плотность тока смещения 

     
  ⃗⃗ 

  
   

  ⃗ 

  
 

  ⃗ 

  
   

Полная система уравнений Максвелла: 
в интегральной форме 

∮  ⃗ 

 

     ∫
  ⃗ 

  
 

       ∮  ⃗⃗ 

 

    ∫  

 

    

∮  ⃗⃗ 

 

    ∫    
  ⃗⃗ 

  
 

 

       ∮  ⃗ 

 

       

в дифференциальной форме 

    ⃗   
  ⃗ 

  
        ⃗⃗     

    ⃗⃗     
  ⃗⃗ 

  
        ⃗     
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4. Колебания и волны 

Уравнение гармонического колебания 

                    
  

 
       

Дифференциальное уравнение свободных гармонических 

колебаний величины   

   

   
   

       

Период колебаний физического маятника 

    √
 

   
   √

 

 
   

Период колебаний математического маятника 

    √
 

 
   

Формула Томсона 

    √     

Дифференциальное уравнение свободных затухающих 

колебаний величины   

   

   
   

  

  
   

       

Логарифмический декремент затухания 
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Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний 
величины   

   

   
   

  

  
   

             

Реактивное индуктивное сопротивление 
        

Реактивное емкостное сопротивление 

   
 

  
   

Полное сопротивление цепи 

  √       
 

  
     

Длина волны 
       

Уравнение плоской волны 
                        

Уравнение сферической волны 

       
  

 
                

Фазовая скорость 

  
 

 
   

Волновое уравнение 
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Групповая скорость 

  
  

  
   

Уравнение стоячей волны 

       
   

 
        

Эффект Доплера в акустике 

  
         

      
   

Вектор Умова-Пойнтинга 

   [ ⃗  ⃗⃗ ]   

Скорость распространения электромагнитных волн в 
среде 

  
 

√  
   

5. Оптика. Квантовая природа излучения 

Закон отражения света 
  
       

Закон преломления света 
     
     

       

Формула тонкой линзы 

     (
 

  
 

 

  
)  
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Поток излучения 

   
 

 
   

Энергетическая светимость 

   
  

 
   

Энергетическая сила света 

   
  

 
   

Энергетическая яркость 

   
   
  

   

Показатель преломления среды 

  
 

 
   

Оптическая длина пути 

       

Оптическая разность хода 

          

Условие интерференционных максимумов 

                      

Условие интерференционных минимумов 
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Оптическая разность хода в тонких пленках в 
отраженном свете 

    √         
  

 
   

Радиусы зон Френеля 

   √
  

   
     

Условие дифракционных максимумов от одной щели 

             
 

 
                

Условие дифракционных минимумов от одной щели 

         
 

 
                

Условие главных максимумов дифракционной решетки 
                         

Условие дополнительных минимумов дифракционной 
решетки 

         
 

 
                 

Формула Вульфа-Брэггов 
                       

Разрешающая способность спектрального прибора 

  
 

  
   

Разрешающая способность дифракционной решетки 
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Закон Бугера 

     
      

Продольный эффект Доплера 

    √
  

 
 

  
 
 

   

Поперечный эффект Доплера 

    √  
  

  
   

Степень поляризации 

  
         

         
   

Закон Малюса 

            

Закон Брюстера 
            

Оптическая разность хода в эффекте Керра 

               
    

Угол вращения плоскости поляризации в кристаллах 

       

Угол вращения плоскости поляризации в растворах 
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Закон Кирхгофа для теплового излучения 

     
    

    
   

Энергетическая светимость черного тела 

   ∫     

 

 

     

Закон Стефана-Больцмана 

         

Закон смещения Вина 

     
 

 
   

Формула Рэлея-Джинса 

     
    

  
     

Формула Планка 

     
    

  

  

 
  
    

   

Уравнение Эйнштейна для внешнего фотоэффекта 

     
     

 

 
   

Энергия фотона 
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Импульс фотона 

   
  

 
 

  

 
   

Давление света при его нормальном падении на 

поверхность 

  
  

 
               

Изменение длины волны при эффекте Комптона 

   
 

   
         

  

   
    

 

 
   

 

6. Элементы квантовой физики атомов, молекул 

и твердых тел 

Обобщенная формула Бальмера 

   (
 

  
 

 

  
)   

Первый постулат Бора 

                          

Второй постулат Бора (правило частот) 

           

Энергия электрона в водородоподобном атоме 
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Длина волны де Бройля 

  
 

 
   

Соотношение неопределенностей 

{

        
        

        
       

 

Вероятность нахождения частицы в элементы объемом dV 

   | |      

Условие нормировки вероятностей 

∫| |   

 

  

     

Общее уравнение Шредингера 

 
  

  
                 

  

  
   

Уравнение Шредингера для стационарных состояний 

   
  

  
           

Волновая функция, описывающая состояние частицы в 
одномерной прямоугольной “потенциальной яме” с 
бесконечно высокими “стенками”, 

      √
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Собственные значения энергии частицы в 

“потенциальной яме” с бесконечно высокими “стенками” 

    
      

   
                

Коэффициент прозрачности прямоугольного потенци-

ального барьера 

       ( 
 

 
√        )   

Энергия квантового осциллятора 

   (  
 

 
)                  

Уравнение Шредингера для электрона в атоме водорода 

   
  

 
(  

  

     
)      

Нормированная волновая функция, отвечающая 1s-

состоянию электрона в атоме водорода 

        
 

√   
  

 
    

Закон Мозли 

         (
 

  
 

 

  
)   

Распределение Бозе-Эйнштейна 

〈  〉  
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Распределение Ферми-Дирака 

〈  〉  
 

 
    
    

   

Уровень Ферми в собственном полупроводнике 

   
  

 
   

Удельная проводимость собственных полупроводников 

     
 

  
      

Правило Стокса для люминесцентного излучения 
              

7. Элементы физики атомного ядра и элементарных 
частиц 

Радиус ядра 

     
  ⁄    

Энергия связи нуклонов в ядре 

    [              ] 
    

Дефект массы ядра 

   [           ]       

Магнетон Бора 
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Ядерный магнетон 

   
  

   
   

Закон радиоактивного распада 

     
      

Период полураспада 

   ⁄  
   

 
   

Среднее время жизни радиоактивного ядра 

  
 

 
   

Активность нуклида 

  |
  

  
|       

Правило смещения для  - распада 

  
      

       
    

Правило смещения для   - распада 

  
      

     
    

Правило смещения для   - распада 

  
      

     
    

Символическая запись ядерной реакции 
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